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DE 


MATHÉMATIQUES 


LETTRE  SUR  LE  TilËORËMË  DE  PYTHAOORE. 


Monsieur  le  rédacteur, 

V  ous  m'aveft  fait  l'honneur  de  me  demander,  en  faveur 
de  vos  jeunes  lecteurs ,  un  aperçu  historique  sur  ce  fa- 
meux théorème  portant  le  nom  de  Pythagore  (*),  qui 
consiste  en  ce  que  Le  carré  construit  sur  l'hypoténuse 


(*)  Le  plus  illustre  et  le  plus  ancien  des  philosophes  de  la  Grèce:  il 
vivait  vers  le  milieu  du  vi®  siècle  avant  J.-C. 

Pour  satisfaire  à  votre  demande,  je  vous  proposerai  l'étymologie  sui- 
vante du  nom  de  Pythagore.  Tluôit.yifiaç  peut  se  déduire:  i"  du  mot 
nôBcei ,  Python,  nom  du  serpent  combattu  et  tué  par  Apollon,  d'où 
l'adjectif  générique  •nôôioç,  puis  le  surnom  TlûBioç,  Pjthien,  donné  à 
Apollon  ,  etenlin  YluQô),  Delphes,  ville  consacrée  à  Apollon  Pythien  au  nom 
duquel  s'y  rendaient,  comme  on  le  sait,  des  oracles  célèbres  dans  toute 
la  Grèce;  2°  du  mot  À'jof«i/oi, ,  haranguer,  parler  en  public ,  d'où  le  dérivé 
verbal  «t'j.ôpaç  qui,  toutefois,  n'existe  point  isolément,  et  dont  le  sens 
serait  celui  d'oraleur,  d'homme  qui  parle  en  public. 

Ainsi,  par  analogie  avec  Eùy.y'opuç,  qui  parle  bien,  Tïivtayôf-xi,  qui  parle 
sagement,  et  d'autres  noms  analogues,  de  même  que  Xp»cryw,j)'j,6p>iç  (forme 
poétique  et  ionienne),  pour  Xp«a-//.z^ojiac,  signifie  celui  qui  prononce  des 
oracles,  ou  qui  parle  comme  l'oracle,  de  même  nt/Ga^-ô/iac  peut,  à  la  ri- 
gueur, s'interpréter:  celui  qui  parle  comme  Apollon  Pythien  ou  au  nom 
d'Apollon  Pythien,  le  Verbe ,  la  Voix  d'Apollon  Pythien. 

On  interpréterait  d'une  manière  analogue  les  noms  A'8iiva>ô^«c,  AiA'j.ôpxc, 
E'pp.aySfKt,  ctc  ,  où  figurent,  au  lieu  du  surnom  d'Apollon,  les  noms  de 


(6) 

(Vun  triangle  rectangle  est  équivalent  à  la  soniine  des 
carrés  construits  sur  les  deux  autres  côtés. 

Plusieurs  auteurs  modernes  ont  traité  cette  ques- 
tion (*),  et  je  n'aurai,  pour  vous  satisfaire,  que  bien 
peu  de  chose  à  ajouter  à  leurs  récits. 

Commençons  parle  dire^  il  y  ^  beaucoup  d'exagéra- 
tion dans  la  manière  dont  on  raconte  les  détails  mer- 
veilleux de  cette  célèbre  découverte,  et  la  part  qui  en 
revient  à  Filluslre  philosophe,  si  l'on  s'en  rapporte  aux 
témoignages  les  plus  dignes  de  foi ,  doit  sans  aucun  doute 
être  de  beaucoup  réduite. 

Clavius,  géomètre  du  commencement  du  xvii'"  siècle 
[Euclidis  elementoruni  libri  X-Y^elc.  FrancoJ'urti,  i6oj), 


Minerve,  de  Jupiter,  de  Mercure,  etc.  (Coiif.  Letronne,  Mémoire  sur  les 
noms  propes  grecs  ,  Académie  dis  Inscriptions  et  Belles-Lettres,  tome  XIX  , 
i'^  partie.  ) 

Observons  d'ailleurs,  comme  confirmation  partielle,  que  suivant  Mal- 
chus ou  Porphyre  (  Vie  de  Pythagure,  chap.  Il,  p.  5;  Amsterdam,  1707), 
lequel  invoque  lui-même  le  témoignage  d'un  certain  Apollonius  (Apollo- 
nius de  Tyane  si  l'on  s'en  rapportait  à  Suidas,  mais  ceci  n'est  rien  moins 
que  certain):  suivant  Malchus  donc,  la  mère  de  Pythagore  se  nommait 
Pythaïs,  et  son  père  naturel  était  Apollon  lui-jnèine,  bien  qu'il  ciit 
Mnésarque  pour  père  putatif. 

(')  Voyez  principalement  £.-//.  Stùbcr  :  Disscrlatio  nialhemalica  de 
theoremate  pythagorico  ;  Argentor. ,  17/iii.  —  Voyez  encore  F.-Chr.  Jctze: 
Diss.  inaug.  philos,  malhematica  sistens  theor.  Pythagorici  demonstr. 
plures;  Hala?-Magd.,  175^.— /.-)V.  M  aller  :  System,  zusammenstell.  der 
wichtigen  bisher  bekannten  Beweise  des  Pythag.  Lehrsatzes;  Niirn- 
bcrg,  1819.—  /.-/.-/.  HoJ/mann:  Der  Pythagor.  Lehrs.  mit  Zi  theils 
bekannten,  theils  neuen  Bcweisen;  Mainz,  1821. 

Au  reste,  ces  trois  derniers  auteurs  s'occupent  presque  exclusivement 
de  démontrer  le  théorème  par  divers  moyens,  à  l'exception  toutefois  de 
Millier,  qui  traite  succinctement  de  l'historique  en  suivant  Sloëber.  Quant 
aux  démonstrations  diverses,  celui-ci  en  donne  quinze  ,  Jetze  vingt-trois, 
Millier  dix-huit,  sans  comjjter  les  cas  particuliers,  les  (;énéralisatioMS,  re- 
marques, etc.,  etHoll'mann  trente-cinq,  en  comptant  trois  déinonslralions 
postérieurement  ajoutées.  On  peut  voir  encore  J.-G.  Cnimrer:  Euclidis 
Elem.  libri  6  priores ,  gr.  et  lat.  ;  Berlin,  iSi/j.  On  y  trouvera,  tome  I, 
page  .'|/|3,  plusieurs  démonstrations  non  comprises  dans  les  précédentes 


(  7  ) 
me  parait  s'être  fait  une  idée  assez  juste  à  cet  égard;  et 
je  commencerai,  pour  Uxer  les  idées,  par  rapporter  ses 
propres  paroles ,  ou  du  moins  vme  traduction ,  aussi 
exacte  qu'il  m'est  possible  de  la  faire,  du  passage  qui 
exprime  son  opinion  :  «  L'invention,  dit-il,  de  ce  beau, 
»  de  cet  admirable  théorème,  est  attribuée  à  Pytliagore, 
»  qui,  comme  l'écrit  Vitruve  [*)  au  IX''  livre  de  sou 
»  architecture ,  offrit  un  sacrifice  aux  Muses  en  recon- 
))  naissance  de  la  brillante  découverte  qu'elles  lui  avaient 
))  inspirée.  Quelques  auteurs  pensent  qu'il  immola 
»  cent  bœufs  (**);  mais,  s'il  faut  s'en  rapporter  à  Pro- 
))  dus  (***),  c'est  un  bœuf  seulement  qu'il  offrit.  Or, 
»  probablement,  comme  on  le  croit,  ce  fut  l'étude  des 
»  nombres  qui  conduisit  Pyihagore  à  la  découverte  de  son 
1)  théorème.  C'est-à-dire  qu'ayant  considéré  avec  une  pro- 
M  fonde  attention  les  propriétés  des  nombres  3 ,  4^  ^  i  et 
»  ayant  observé  que  le  carré  numérique  du  plus  grand 
))  d'entre  eux  était  égal  aux  carrés  i****)  numériques  des 
»  deux  autres ,  il  forma  un  triangle  scalène  dont  le  plus 
»  grand  côté  était  divisé  en  cinq  parties  égales,  le  plus  petit 
»  en  trois  parties  égales  aux  premières,  et,  enfin,  le  côté 
»  moyen  en  quatre  des  mêmes  parties.  Puis,  cela  fait,  il 
))  examina  l'angle  compris  entre  ces  deux  derniers  côtés , 
»  et  reconnut  C|ue  c'était  un  angle  droit.  Il  remarqua  la 
))   même   propriété    dans    beaucoup   d'autres   nombres , 


(*)  Vitrine  vivait  au  commencement  de  notre  ère. 

(  "*)  C'est  pourquoi  le  théorème  était  anciennement  connu  sous  le  nom 
•Aliécaiombe,  ou  de  théorème  des  cent  hœu/s.  On  l'a  appelé  aussi  le  maître  de 
lu  malhéniatiijue ,  et  plus  simplement  et  par  excellence  le  théorème  d' 
Pyihagore. 

(*"*)  Philosophe  et  commentateur,  vivait  an  milieu  du  v®  siècle  d>» 
notre  ère.  Il  a  fait  (en  grec),  sur  les  Éléments  d'Euelide,  quatre  livres  de 
commentaires  qui  ont  été  traduits  en  latin  par  Barocci  (Padoue,  i5Go). 

(****)  C'est-à-dire  <V  la  somme  des  carres.  Cet  c  inexactitude  de  lan- 
ijage  est  fréquçnte  chez  les  Anciens.  Que  la  remarque  en  soit  laite  ici  une 
lois  pour  toutes. 


»  comme  6,  8,  lo;  9,  12,  i5;  etc.  C'est  pourquoi  il 
»  jugea  convenable  de  rechercher  si ,  dans  tout  triangle 
»  rectangle,  le  carré  du  côté  opposé  à  l'angle  droit  ne 
»  serait  pas  égal  aux  carrés  des  deux  autres  côtés ,  de  la 
»  même  manière  que  tous  les  triangles  dont  les  côtés 
»  étaient  entre  eux  comme  les  nombres  susdits,  présen- 
»  taient  un  angle  droit.  Et  c'est  ainsi  qu'à  force  de  re- 
»  cherches,  il  parvint,  avec  une  satisfaction  indicible, 
»  à  cet  admirable  théorème,  dont  il  démontra  ensuite  la 
»  vérité  par  des  raisonnements  inattaquables.  Cependant 
»  Euclide  (*)  (liv.  M,  prop.  3i)  donna  à  cette  même 
»  propriété  une  extension  prodigieuse,  en  faisant  voir 
»  qu'elle  appartenait  également  à  des  figures  semblables 
»   quelconques,  etc.  » 

Quant  au  passage  de  \  itruve,  mentionné  par  Clavius, 
en  voici  également  la  traduction  en  ce  qui  regarde  la 
partie  historique,  la  seule  qui  nous  intéresse  en  ce  mo- 
ment: 

«  Pythagorê,  dit  cet  auteur,  a  fait  connaître  une  ma- 
»  nière  de  tracer  l'angle  droit  sans  employer  l'équerre 
»  des  ouvriers  5  et  cet  instrument ,  que  les  artistes  les 
)»  plus  habiles  parviennent  à  peine  à  construire  exacte- 
»  ment,  le  philosophe,  par  ses  procédés  de  démonstra- 
»   tion,  nous  explique  une  méthode  pour  le  tracer  dans 


(*)  Célèbre  géomètre  de  la  fin  du  iv*^  siècle  avant  J.-C. ,  auteur  des 
Eléments  de  Géométrie  qui  forment  la  base  de  l'enseignement  de  cette 
science  dans  toutes  les  écoles.  Proclus,  dans  son  commentaire  cité  plus 
haut  (page  7),  énumère  (à  la  page  19),  à  partir  de  Thaïes,  non  pas  treize 
auteurs  d'Éléments  qui  auraient  précédé  Euclide,  comme  Delambre  le  dit 
à  tort  dans  une  note  surajoutée  à  l'article  que  Daunou  a  consacré  ii  Pro- 
clus dans  la  Biographie  universelle  de  Michaud ,  mais  bien  vingt-deux  au- 
teurs qui  avaient  écrit  sur  la  géométrie  et  sur  son  histoire.  Plusieurs 
parmi  eux  rédigèrent  des  Eléments:  Hippocrate  de  Cliio,  inventeur  de 
la  quadrature  des  Lunules  qui  portent  son  nom,  fut  le  premier  de  tous 
(  v^  siècle  avant  J.-C.  )  ;  vient  ensuite  Léon  ,  mattrc  de  NéocUde ,  Theudius 
<le  Magnésie,  et  peut-être  encore  d'autres. 


(9) 
»  la  perfection.  Cette  méthode  consiste  à  prendre  trois 
»   règles,  l'une  de  trois  pieds,  une  autre  de  quatre,  et  la 
»   troisième  de  cinq,  etc.  » 

Vitruve  énonce  ici  les  propriétés  des  aires  carrées  con- 
struites sur  les  trois  côtés  du  triangle  rectangle  formé  par 
les  trois  règles;  et  il  termine  en  disant  que  «  Pytliagorè, 
»  ne  doutant  pas  que  sa  découverte  ne  fût  une  inspira- 
»  tion  des  Muses,  leur  offrit  les  plus  grandes  actions  de 
»  grâces,  et  même,  à  ce  que  l'on  dit,  leur  sacrifia  des 
')   victimes.  » 

Telles  sont  les  paroles  de  Vilruve.  Mais  allons  plus 
loin,  et  voyons  ce  que  d'autres  auteurs  disent  de  cette  dé- 
couverte de  Pytliagorè,  ainsi  que  de  diverses  autres  in- 
ventions également  attribuées  à  l'illustre  philosophe. 
Voici  la  version  de  Plutarque  (qui  vivait  un  siècle  après 
Vilruve) ,  dans  le  livre  où  il  montre  Que  Von  ne  saurait 
'viure  heureux  en  suivant  la  doctrine  d'Épicure  :  «  Pytha- 
))  gore,  dit-il,  sacrifia  un  bœuf  au  sujet  d  une  figure  de 
»   géométrie,  comme  le  dit  Apollodote  : 

«  Pythagoras ,  après  qu'il  eut  trouvé 

n   Le  noble  écrit  pour  lequel  bien  prouvé  , 

»  11  fit  d'un  bœuf  solennel  sacrifice , . .  .  (  *  ) 

»  soit  qu'il  s'agisse  ici  de  la  proposition  suivant  laquelle 
))  la  puissance  ('*'■*')  de  l'hypoténuse  est  égale  à  celles  des 
))  côtés  de  l'angle  droit,  soit  du  problème  relatif  à  l'aire 
))   de  la  parabole  {***).  » 

On  voit  ici  mentionnée,  sous  le  nom  de  Pythagore, 
la  quadrature  de  la  parabole.  Diogène  de  Laërte,  venu  un 
siècle  après  Plutarque,  en  répétant  l'épigramnie  (♦**'♦') 

(*)  Trad.  d'Amyot. 

(*")  Le  mot  cTi/vz/zK,  puissance,  signifie  ici  le  carré. 

(***)  Pour  le  sens  de  ce  mot,  voyez  Proclus,  dans  son  Commentaire  sur 
le  I*''  livre  d'Euclide,  1.  IV,  p.  109,  scholie  sur  la  prop.  4'|- 

(**'*')  En  langage  moderne,  épigrammc  ne  signiJie  pas  autre  chose 
tlvCinscription. 


(  »") 

(l'ApollocIolc,  c|u'Il  nomme  Apollodore,  ne  tait  point 
mention  de  Ja  paral)ole  :  «  Apollodore  le  logisticien,  » 
dil-il  (//e  de  Pythagorc,  \  ill ,  in)^  «  rapporte  qu'il 
»  sacrifia  une  hécatombe  après  avoir  trouvé  que  l'iivpo- 
»  lénuse  du  triangle  rectangle  a  la  même  puissance  que 
)i  les  deux  autres  côtés;  et,  à  ce  sujet,  il  cite  celte 
»  épigramnie  :  Pytliagore,  etc.  ,  »  [à  peu  de  chose  près 
dans  les  mêmes  termes  (*)]• 

Athénée,  contemporain  de  Diogène  de  Laerle,  répète 
à  peu  près  les  paroles  de  cet  auteur,  tant  pour  le  récit 
<{ue  pour  1  épigramme.  PSotons  pourtant  en  passant,  que 
le  titre  d' arithméticien,  Ûçi0f6t;r(y.ôç,  donné  à  Apollodore 
dans  le  récit  d'Athénée  (éd.  Casaubon,  p.  4i8),  y 
remplace  celui  àc  logisticien,  y^oytarr/.ôg  (**),  employé  par 
Diogène.  Or,  dans  le  langage  de  Platon  (***)  [voir  le 
Gorgias) ,  la  logistique,  science  des  rapports,  dillère  es- 
sentiellement de  V arithmétique j  science  des  nombres 
etrectifs.  Au  surplus,  ceci  est  sans  aucune  importance 
pour  la  qiu^sliou  qui  nous  occupe:  mais  ce  qui  mérite 
attention,  c'est  que  le  même  Diogène  de  Laèrte  rapporte 
d'après  Pamphile  (*■»'*■»'),  que  Thaïes  de  Milet  [*****')  ^ 
«  après  avoir  appris  la  géométrie  chez  les  Egyptiens,  fut 
»  le  premier  qui  démontra  l'inscription  du  triangle  rec- 
»    tangle  dans  le  demi-cercle,   et  qu'à  cette   occasion  il 


(*)  Voyez  encore  V Anthologie  (L's  t'/iigraniives grecques,  liv.  I. 

(**)  Signalons  encore  rcxjiression  t!  û;roTêivo£/!rx  {■■n^.ivfk)  t)iv  ôfflirv 
•jtBvîx»,  Yhypoùnuse  de  l'angle  droit,  c'est-à-ilire  le  coté  qui  sous-tend 
l'iivgle  droit;  niais,  en  {jénéral ,  ces  variantes  n'iiiliTesscnt  que  les  hellé- 
nistes de  profession. 

(***)  Florissait  «lu  iv'^  au  v*'  siècle  avant  notre  ère. 

(****)  Femme  célèbre  qui  florissait  sous  INéron. 

(*****)  Le  plus  ancien  des  mathématiciens  grecs,  philosophe  et  astro- 
nome; il  vivait  au  commencement  du  vi^  siècle  avant  notre  ère.  C'est  lui, 
ilit  Proclus  dans  son  Commentaire  (pajje  i()),  qui  cnsei{;na  aux  Grecs  la 
([éomélrie  dont  il  avait  acquis  Ja  connaissance  en  visitant  ri''.i;ypli'. 


(  ^ï  ) 

»  sacrifia  un  bœuf;  mais  qu'au  reste  d'autres  auteurs, 
1)  au  nombre  desquels  on  compte  Apollodore  le  logisti- 
»   cien,  attribuent  le  même  fait  à  Pythagore.  » 

Il  y  a  trop  d  analogie  entre  les  deux  questions  dont  il 
s'agit  ici ,  ainsi  qu'entre  les  deux  faits  attribués  à  Pytlia- 
gore  par  Diogène  de  Laërte  parlant  d'après  Apollodore, 
pour  qu'une  confusion  entre  ces  deux  faits,  très-distincts 
malgi'é  leur  analogie  apparente,  ne  soit  pas  extrêmement 
à  craindre.  Mais,  par  compensation,  nous  pouvons  citer 
à  la  gloire  de  Pytbagore,  une  troisième  découverte  géo- 
métrique, «  certainement  bien  plus  élégante,  y;\«<pyçorêtf«y , 
»  et  bien  plus  digne  des  Muses,  fio-ja-ixin^ov,  »  comme  le 
dit  Plutarque  en  la  rapportant  (Propos  de  table,  liv.  VIII, 
q.  2) ,  que  celle  du  tliéorème  relatif  au  carré  de  llirpo- 
lénuse  :  «  c'est  le  tliéorème  ou  plutôt  le  problème  dans 
»  lequel,  étant  données  deux  ligures,  on  se  propose  d'en 
1)  construire  une  troisième  qui  soit  semblable  à  lune  des 
»  figures  données ,  et  équivalente  à  la  seconde,  question 
»  pour  laquelle  on  dit  aussi  que  Pythagore  offrit  un 
))   sacrifice  (*).  » 

Mais,  pour  en  revenir  au  théorème  primitif  qui  forme 
ici  tout  notre  objet ,  nous  voyons  que  le  témoignage  le  plus 
ancien,  celui  de  Vitruve,  ne  mentionne  comme  apparte- 
nant à.  Pythagore,  que  la  découverte  du  triangle  construit 

( * )  y.  Euclide,  liv.  VI,  prop.  25. — Proclus,  au  commencement  du 
IP  liv.  de  son  Commentaire  (p.  19 ) ,  dit  généralement  que  Pythagore  ratr- 
tacha  la  géométrie  à  la  philosophie,  et  en  fit  une  science  libérale  qui,  dès 
lors,  l'ut  introduite  dans  l'éducation.  «  Il  voyait,  dit-il,  les  choses  de 
11  haut,  remontait  aux  principes,  et  considérait  les  théorèmes  d'une  ma- 
«  nière  abstraite  et  dégagée  de  toute  idée  matérielle.  Ainsi  il  établit  la 
Il  théorie  des  quantités  incomnwmurab les  et  celle  des  Jigures  cosmiques  n 
(  polyèdres  réguliers).  Eniin  le  même  Procrus,  d'après  Eudème  le  péripa- 
téticien  (fin  du  iv*  siècle  avant  J.-C.  ) ,  attribue  encore  à  Pythagore  (p.  99}, 
ou  du  moins  à  son  école ,  la  découverte  de  la  trente-deuxième  j)roposilion 
du  I^*"  livre  d'Euclide,  savoir,  que  La  somme  des  irais  angles  d'un  triangle 
est  égale  à  deux  angles  droits. 


(  12  ) 

sur  les  côtés  3  ,  4  ^  5 ,  triangle  qui  resta  célèbre  dans 
toute  Tanliquilé,  à  Texclusiou  de  tout  autre,  pour  ses 
propriétés  reraarquaLles  et  le  caractère  en  quelque  sorte 
sacré  qu'on  lui  attribua.  Ainsi,  outre  la  propriété  com- 
mune à  tous  les  triangles  rectangles,  relative  aux  carrés 
de  ses  côtés ,  son  aire  est  égale  à  6  :,  et  le  cube  de  cette  aire 
est  égal  à  la  somme  des  cubes  de  ses  trois  côtés  (*).  Aussi 
est-ce  à  lui  que  Platon,  au  VHP  livre  de  la  République, 
fait  allusion  lorsqu'il  cite  le  triangle  dans  lequel  le  rap- 
port épitrite,  c'cst-à-diie  le  rapport  -du  quaternaire  au 
lernaire,  est  relié  par  le  quinairu  :  imTpiroç  TtuOfttj)!  TrivrvJi 
frvbjytU.  Et  il  faut  voir  avec  quelle  complaisance  le  prince 
des  philosophes  développe  les  propriétés  et  les  rapports 
mutuels  de  ces  nombres  3,4,5,6,  lorsque  dans  son  ai- 
deur,  plus  poétique  que  philosophique,  il  va  jusqu'à  leur 
attribuer  une  influence  fatale  sur  la  destinée  des  em- 
pires. 11  faut  voir  encore  avec  quel  sérieux  Aristote  (**) , 
cet  esprit  si  positif,  entreprend  {Polit. ^  liv.  V  ,  cbap.  12) 
et  poursuit  comme  une  œuvre  de  la  plus  haute  gravité, 
la  réfutation  des  rèvei-ics  mystiques  de  son  maître.  Il  faut 
voir  enfin  Aristide  Quintilien  (***)  (r/e  la  Musique,  1.  lll, 
p.  i5i),  Plutarque  en  divers  endroits  [Traité  d'Isis  et 
fVOsiris,  ch.  29;  de  la  Cessation  des  Oracles,  cli.  24) ,  et 
bien  d'autres  auteurs ,  célébrer  ses  perfections ,  le  re- 
garder comme  le  plus  beau  des  triangles,  eu  un  mot, 
le  considérer  comme  le  triangle  rectangle  par  excel- 
lence (*♦**). 


(*)  F.  Stoëber,  p.  27;  et  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
j5  janvier  i8/)i,  p.  211. 

(**)  Disciple  de  Platon  et  chef  de  l'école  péripatéticienne,  finduiv*  siècle 
avant  notre  ère. 

(***)  MusicDijraplie  grec,  vers  la  fin  du  i*""  siècle  de  notre  ère. 

(****)  Néanmoins,  dans  le  Timce,  c'est  le  triangle  rectangle  isocèle 
'jiic  Platon  exalte  au-dessus  de  tous  les  autres. 


(  '3  ) 
Mais  nous  possédons  un  renseignement  dont  il  ne  paraît 
pas  que  l'on  ait  encore  fait  usage'dans  la  question  histo- 
rique que  nous  cherchons  à  éclaircir  ici,  et  qui  me 
semble  pourtant  avoir  pour  sa  complète  élucidation,  une 
importance  décisive.  C'est  le  commentaire  de  Proclus  sur 
la  47"  proposition  du  P"^  livre  des  Eléments  d'Euclide, 
ayant  pour  objet  précisément  le  théorème  dont  il  s'agit, 
mais  considéré  dans  tovite  sa  généralité.  Il  est  vrai  que 
Proclus',  qui  florissait  vers  le  milieu  du  v*^  siècle  de  notre 
ère,  est  déjà  lui-même  fort  éloigné  du  fait  qui  nous  occupe-, 
mais  comme  nous  le  sommes  nous-mêmes  encore  bien 
davantage,  il  est  incontestable  qu'à  son  époque,  les  ren- 
seignements devaient  être  bien  plus  nombreux  et  plus 
siirs  qu'ils  ne  peuvent  l'être  aujourd'hui.  Or  voici  com- 
ment s'exprime  Proclus  dans  le  commentaire  cité  : 

«   Lorsqu'on  entend  parler  de  ce  théorème,  dit-il,   il 

»   n'est  pas  rare  de  rencontrer  des  gens  qui ,  voulant  mon- 

»   trer  leur  science  en  antiquité,  le  font  remonter  à  Pv- 

»   thagore ,  et  vous  parlent  du  sacrifice  que  ce  philosophe 

»   offrit  pour  sa  découverte.   Quant  à  moi,  après  avoir 

»   rendu  aux  premiers  sages  qui  en  ont  reconnu  la  vérité, 

»   tout  l'honneur  qu'ils  méritent,  je  n'hésite  pas  à  dire 

1)   cjue  je  professe  une  admiration  beaucoup  plus  grande 

»   envers  l'auteur  de  ces  Eléments,  non-seulement  pour 

))   y  avoir  attaché  une  démonstration  de  la  dernière  évi- 

))   dence ,  mais  encore  pour  en  avoir  fait  ressortir,  en  le 

»   soumettant  à  l'irrésistible  puissance  de  sa  savante  ana- 

»   lyse ,  un  autre  théorème  beaucoup  plus  général  :  c'est 

»   celui  du  VP  livre  (pr.  3i),  où  il   démontre  générale- 

»   ment  que  :  Dans  les  triangles  rectangles^  toute  figure 

»   tracée  sur   l'itypolénuse   est    égale  à  la  somme  des 

»  figures    tracées    sur   les    Jeux   autres   côtés ^  powvu 

»   qu  elles  soient  semblables  à  la  première  et  sembla- 

»   blement disposées. — Observons,  en  effet,  que  tous  les 
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»  carrés  sont  semblables  ejilreeux,  mais  (jiie  toutes  les 
»  figures  rcciiligues  sdmblables  entre  elles  ne  sont  pas 
1)  des  carrés  :  car  il  y  a  une  similitude  propre  aux  trian- 
»  gles  et  à  tous  les  auti'cs  polygones.  Mais  dès  qu  il  est 
»  démontré  que  la  figure  construite  sur  l'hypoténuse, 
»  soit  carrée,  soït  de  toute  autre  forme,  est  égale  aux 
))  figures  semblables  et  semblablement  construites  sur  les 
»  autres  côtés,  il  en  résulte  par  cela  même  une  démons- 
»  tratïon  plus  générale  et  plus  scientifique  pour  le  seul 
»  carré.  On  voit  en  même  temps  la  raison  de  la  généralité 
»  de  la  proposition  démontrée  :  c'est  que  la  rectitude  de 
»  Tangle  entraîne  l'égalité  de  la  figure  construite  sur 
»  l'hypoténuse,  par  rapport  à  toutes  les  figures  sem- 
»  blables,  semblableuient  construites  sur  les  deux  autres 
»  côtés,  de  même  qu'une  plus  grande  ouverture  de  l'angle, 
»  quand  il  est  obtus,  entraîne  la  supériorité  de  la  pre- 
»  mière  figure ,  et  qu'une  plus  petite  ouverture  de  l'angle, 
»  quand  il  est  aigu,  entraîne  l'infériorité.  Mais  il  ne  s'agit 
»  pas  de  savoir  comment  se  démontre  le  théoi'ème  du 
»  VP  livre  ^  c'est  ce  que  l'on  verra  en  son  lieu.  Quant  à 
»  présent,  bornons-nous  à  examiner  comment  la  propo- 
»  sition  actuelle  peut  être  vraie,  sans  davantage  nous 
»  occuper  de  généraliser,  puisque  nous  n'avons  encore 
»  rien  enseigné  sur  la  similitude  des  figures  planes,  ni 
»  rien  démontré  entièrement  sur  les  analogies  (propor- 
))  tions).  Au  reste,  beaucoup  de  questions  que  nous 
»  avons  ainsi  traitées  partitllement ,  ont  pu  être  géné- 
))  ralisées  par  la  même  méthode,  tandis  que  l'auteur  des 
))  Eléments  les  démontre  par  la  théorie  commune  des 
»   parallélogrammes. 

»  Comme  il  y  a  deux  sortes  de  triangles  rectangles  ,  sa- 
»  voir,  des  triangles  isocèles  et  des  triangles  scalèues,  par- 
»  Ions  d'abord  des  premiers.  Pilais  il  est  impossible,  dans 
»   ces  sortes  de  tiiangles  ,  de  trouver  des  nombres  entiers 


I  {^ui  s  accordent  avec  les  côtés  :  car  il  n  y  a  point  de  nombre 
I  carré  qui  soit  double  d'un  autre  nombre  carré,  à  moins 
I  qu'on  ne  veuille  dire  que  c'est  à  une  unité  près ,  comme 
I  le  carré  de  7,  qui  est  le  double  du  carré  de  5  diminué 
1  d^un.  Dans  les  triangles  scalènes  au  contraire,  il  est 
I  possible  de  trouver  des  nombres  convenables  :  car  nous 
)  avons  démontré  avec  évidence  que  le  carré  de  l'iiypo- 
)  ténuse  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  côtés  qui 
>  comprennent  l'angle  droit;  et  nous  avons  un  exemple 
)  d'un  pareil  triangle  dans  le  Traité  rie  la  Répuhlinue, 
)  où  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  étant  3  et  4 ,  lliypo- 
)  ténuse  vaut  5.  En  efïet,  le  carré  de  5  est  25,  nombre 
)  égal  à  la  somme  des  nombres  9,  carré  de  3,  et  16 ,  carré 
)  de  4-  Ainsi  la  question  considérée  dans  les  nombres 
)  est  suffisamment  éclaircie.  Or,  la  tradition  nous  a  con- 
)  serve  certaines  méthodes  pour  trouver  de  pareils  trian- 
i)  glesj  Tune  d'elles  est  attribuée  à  Platon,  une  autre  à 

Pythagore.  Da«s  celle-ci ,  on  commence  par  prendre 
)  un  nombre  impair  pour  représenter  le  petit  côté  de 
)  l'angle  droit 5  ou  l'élève  au  cane-,  en  retranchant  une 
)  unité  et  prenant  la  moitié,  on  a  pour  résultat  le  plus 
)  grand  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  5  au  contraire,  en 
)  ajoutant  une  unité  au  carré  et  prenant  la  moitié,  on  a 
)  l'hypoténuse.  Ainsi  je  prends  le  nombre  3  5  j'en  forme 
)  le  carré,  j'ai  9;  je  retranche  i,  j'ai  8;  je  prends  la 
)  moitié,  j'ai  4  •  c'est  le  grand  côté  de  l'angle  droit.  Je 
)  reprends  le  carré  9  et  j'ajoute  i,  j'ai  10;  je  prends  la 
)  moitié,  j'ai  5  :  c'est  l'hypoténuse;  et  j'ai  un  triangle 
)   rectangle  formé  des  côtés  3,4?  5 . 

»  Dans  la  méthode  de  Platon,  on  commence  par  des 
)  nombres  pairs.  Prenant  donc  le  nombre  pair  donné , 
)  on  le  pose  comme  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit,  puis 
)  on  le  divise  par  1  et  1  on  forme  le  carré  de  l'a  moitié; 
)   en   ajoutant   une  unité,  on  a  l'hypoténuse;   au  con- 


0  iraire  ,  eu  retranchant  une  unité,  on  a  le  second  côté 
»  de  Tangle  droit.  Ainsi  je  prends  le  nombre  4 ',  je  le 
»  divise  par  2,  et  je  forme  le  carré,  ce  qui  reproduit  le 
>  même  nombre  4-  Retranchant  une  unité,  j'ai  3;  l'a- 
»  joutant,  au  contraire,  j  ai  5;  et  je  retrouve  ainsi 
»  le  même  triangle  déjà  obtenu  par  la  première  mé- 
»  thode.  En  elïet,  c'est  la  même  chose  de  commencer 
>)  par  3  ou  par  4;  mais  ceci  est  étranger  à  la  question  (*). 

»  Quant  à  la  démonstration  de  l'auteur  (la  démonstra- 
»  tion  d'Euclide) ,  comme  elle  est  très-claire,  je  pense 
')  qu'il  serait  superflu  d'y  rien  ajouter,  et  que  1  on  peut 
»  se  contenter  de  ce  qui  est  écrit;  car  toutes  les  fois  que 
»  l'on  a  voulu  ajouter  quelque  chose,  comme  on  le  voit 
»  dans  Héron  {**)  et  dans  Pappus  (***) ,  on  a  été  obligé 
))  de  recourir  aux  démonstrations  du  M*  livre,  et  cela 
»  sans  aucune  nécessité.  Passons  donc  à  ce  qui  suit.  >> 
(Suit  le  commentaire  sur  la  proposition  réciproque.) 

Quoique  ce  long  commentaire  contienne  beaucoup  de 
détails  étrangers  à  la  question  actuelle,  j'ai  cru  devoir  le 
citer  en  entier,  saisissant  cette  occasion  de  donner  ainsi 
aux  lecteurs  une  idée  de  la  manière  de  Proclus.  Mais  il 
présente  aussi  certaines  circonstances  qui  me  paraissent 
résoudre  le  débat  daiis  le  sens  de  Clavius.  On  y  voit,  en 
effet,  dès  le  début,  que  Proclus  est  loin  de  regarder  Py- 
thagore  comme  étant  exclusivement  l'auteur  de  la  décou- 


(*)  Nous  engageons  les  élèves  à  réduire  en  formules  algébriques  les 
procédés  de  Pythagore  et  de  Platon. 

(*•)  Héron  d'Alexandrie,  célèbre  géomètre  du  commenccnicnl  du 
II®  siècle  avant  J.-C. ,  s'est  occupé  surtout  de  la  Géométrie  pratique.  On 
distingue  plusieurs  géomètres  de  ce  nom. 

(  ***)  Autre  géomètre  célèbre,  de  la  fin  du  iv*  siècle  de  notre  ère.  Il  a 
composé,  en  grec,  huit  livres  de  Collections  mathématiques,  dont  une 
grande  partie  nous  est  parvenue,  mais  est  encore  inédite;  la  traduction 
latine  de  cette  partie  ,  par  Commandin  (Bologne,  i6fio),  a  seule  été  pu- 
bliée intégralement. 


verte  dont  il  s  agit,  et  surtout  comme  ayant  établi  la 
proposition  qui  en  est  l'objet,  avec  le  degré  de  généralité 
qu'elle  a  dans  Euclide;  car,  bien  que  ce  soit  principale- 
ment en  vue  du  théorème  du  M*^  livre ,  que  cet  auteur  est 
loué  et  admiré  par  son  commentateur,  il  n'en  est  pas 
moins  évident  que  celui-ci  ne  se  serait  pas  exprimé 
comme  il  le  fait,  si  seulement  il  avait  cru  pouvoir  attri- 
buer à  Pjthagore  Féquivalent  de  la  47*^  proposition  du 
P''  livre  d'Euclide.  Mais  ce  n'est  pas  tout  :  on  voit  ici 
que  Pytliagore  s'est  occupé  de  la  décomposition  d'un  nom- 
bre carré  en  deux  autres  nombres  carrés ,  et  qu'il  a  donné 
un  procédé  (procédé  très-particulier)  pour  trouver  des 
nombres  satisfaisant  à  une  semblable  relation.  En  y  réflé- 
chissant un  peu  ,  n'est-on  pas  naturellement  conduit  à 
supposer  que  Pytliagore,  après  avoir  reconnu  les  pro- 
priétés remarquables  d'un  premier  triangle  rectangle, 
aura  voulu,  pour  essayer  la  généralité  du  résultat  qu'il 
avait  obtenu,  varier  les  exemples  de  triangles  qui  eussent 
entre  eux  les  mêmes  relations  que  les  nombres  obtenus 
par  le  procédé  qu'il  prescrit ,  afin  de  s'assurer  empirique- 
ment que  tous  ces  triangles  étaient  également  rectan- 
gles? Ce  procédé  n'est-il  pas,  je  le  demande,  aussi  con- 
forme à  la  marche  de  la  science,  qu  il  l'est  à  l'opinion 
de  Clavius?  Mais  il  est  bien  difficile  de  croire  que, 
n'ayant  pas  trouvé  de  formule  plus  générale  pour  la  dé- 
composition des  carrés,  Pythagore  put  avoir  acquis  la 
conviction  mathématique  de  la  vérité. du  théorème  de 
géométrie  dont  il  est  question. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  discussion  à  laquelle  nous  venons 
de  nous  livrer  semble  devoir  assurer  à  Euclide  l'honneur 
d'avoir  donné  la  première  démonstration  générale  et  com- 
plète de  la  proposition  relative  au  carré  de  l'hypoténuse; 
et  elle  nous  montre,  par  un  exemple  remarquable,  com- 
ment les  ténèbres  que  le  temps  amoncelle  autour  des  faits  , 
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en  viennent  à  nous  les  faire  apercevoir  sous  un  asjwct  et 
une  couleur  qui  rendent  la  vérité  entièrement  mécon- 
naissable. Et  ce  n'est  pas  seulement  sur  le  iliéorcme  lui- 
même  qu'une  pari  ille  altération  s'est  produite  ici  ;  ou 
peut  voir  que  la  même  réaction  a  eu  lieu  à  l'égard  de 
cette  tradition  d'un  pompeux  sacrifice  oU'ert  aux  dieux, 
tradition  restée  définitivement  attachée  au  récit  de  la 
découverte  qui  est  censée  en  avoir  été  l'occasion.  En  clFet, 
suivant  le  récit  de  Diogène  de  Laérte,  ce  sacrifice  ne  fui 
pas  moindre  qu'une  hécatombe;  mais,  d'après  Plutarque, 
plus  ancien  d'un  siècle  que  Diogène  de  Laërte,  nous  de- 
vons réduire  l'olhande  à  un  seul  bœuf:  et  enfin,  dans 
d'autres  récits  plus  circonspects  encore,  on  ne  voit  plus 
employer  que  les  expressions  /BovOvfU,  /BouSurtlvy  ou  sim- 
plement Oucru:,  qui,  cu  définitive,  en  vertu  d'une  cata- 
chrèse,  ne  signifient  absolument  plus  qu'un  sacrifice  quel- 
conque. Et  en  eOet,  «  comment  veut-on  »  ,  dit  Cicéron  [de- 
là JVa  turc  (les  Dieux,  liv.  ITI),  «  me  faire  accroire  que 
»  Pythagore  eût  pu  sacrifier  un  bœuf  en  l'honneur  des 
))  Muses ,  lorsqu  il  est  constant,  au  coiitraire,  qu'il  refusa 
»  d'immoler  une  victime  sur  l'autel  d'Apollon  Délien , 
»   voidant  éviter  ainsi  de  répandre  le  sang!'  » 

Cette  incrédulité  de  l'orateur  romain,  Suidas  (*)  la 
justifie  en  ces  termes  :  (i  Pythagore  (**),  dit-il,  défendit 
»  d'immoler  aux  dieux  des  victimes  sanglantes  :  on  ne 
»   devait  se  prosterner  que  devant  un  autel  immaculé.   » 

Au  milieu  de  ces  contradictions,  nous  trouvons  cepen- 
dai\t  un  moyen  de  concilier  les  témoignages  ;  et  ce  moyen, 
c'est  Porphyre  (***)  (ou  Malchus,   Vie  de  Pythagore, 


(  *)  Grammairien  ol  comjiilateiir,  de  la  tiii  du  x''  siéclo  de  notre  ère. 

(**)  V.  ce  mol  dans  Suidas. 

(""")  Il  vivait  dans  la  dernière  nioilii' du  m'"  siècle  île  notre  ère. 


(   ^9  ) 
ch.   36")   qui  vient  nous  l'offrir  ^  écoutons   cet   auteur  : 
«   Les  sacrifices  qu'il  offrait  aux  dieux,  dit  Porphyre. 
»   n'avaient  rien   de   cruel.  Pour  apaiser  les  dieux,   il 
M   olfrait   des   pains,    des   gâteaux,    de   l'encens,  de   la 

))   myrrhe,  mais  jamais  d'animaux Les  auteurs  les 

»  plus  dignes  de  foi  disent  qu'il  offrit  un  b(euf  de  pâte 
»  de  froment  après  avoir  découvert  que  la  puissance  de 
»  l'hypoténuse  du  triangle  rectangle  était  égale  à  celles 
»  des  deux  autres  côtés.  » 

Au  reste ,  ce  genre  d'ofïVande  ou  de  sacrifice  était  d'un 
usage  très-commun  dans  l'antiquité,  principalement  chez 
les  pythagoriciens.  Ainsi,  au  rapport  d'Athénée  [Banquet 
des  Sages j  liv.  I,  §  vî),  «  Empédocle  d'Agrigente  ('*'),  vain- 
»  queur  aux  jeux  olympiques  dans  la  course  des  chevaux, 
»  devant,  en  sa  qualité  de  ^pythagoricien,  s'abstenir  d^" 
M  toute  nourriture  animale,  fit  préparer  un  bœuf  factice 
))  assaisonné  de  myrrhe,  d'encens  et  d'autres  parfums 
»  précieux,  et  le  fit  distribuer  à  la  foule  assemblée  de 
»   tous  les  points  delà  Grèce  pour  assister  au  concours,  » 

Philostrate  (*■*')  [dans  la  /^/«  d' Apollonius  [***)^  l.I, 
ch.  i*''^],  et,  d'après  lai.  Suidas,  parlent  dans  le  même 
sens  :  «  Le  bceuf  de  pâte  qu'il  fit,  à  ce  que  l'on  dit,  dis- 
»  tribuer  à  Olympie  sous  forme  de  gâteaux,  prouve 
»  bien  qu'il  était  de  la  secte  de  Pythagore  [****^,  » 

Ainsi,   en  résumé,    on  voit  cjue  cette  fameuse   liéca- 


(  *  )  Philosophe  qui  vivait  vers  le  milieu  du  v®  siècle  avant  J.-C. 

(**)  Fin  du  11*  siècle  de  notre  ère. 

(**")  Apollonius  de  Tyane,  célèbre  thaumaturge:  milieu  du  i'^'"  siècle 
de  notre  ère. 

(****)  Liebhard,  dans  une  dissertation  sur  l'anfile  inscrit  dans  le  demi- 
cercle,  prétend  expliquer  le  fait  en  litige  en  supposant  que  l'offrande  d'un 
bœuf  ou  de  cent  bœufs  doit  s'entendre  d'autant  de  pièces  de  monnaie  sur 
lesquelles  les  Athéniens  représentaient  un  lirrnif,  dont,  par  suite,  elles 
prenaient  le  nom. 

2. 


(    20   ) 

tombe,  sur  laquelle  ou  a  fait  laut  de  couuneutaires ,  se 
léiluit  à  uu  Ixicuf «le  paiu  d'épicc. 

Agréez,  monsieur  le  véciacieui-.  etc., 

A.-J.-H.   VINCENT, 

De  rinslitut  national. 

P.  S.  —  Je  erois  devoir  ajouter  ici  une  JNote  relative 
à  la  décomposition  d'un  nombie  carré  en  deux  autres 
nombres  carrés,  problème  dont  il  a  été  parlé  plus  haut. 
Nous  avons  dit  que  la  solution  de  Pythagore  était  très- 
particulière  j  celle  de  Platon,  qui  la  complète  sous  un 
certain  rapport,  Test  également.  M.  Biot ,  dans  deux  ar- 
ticles sur  les  Gro/natici  veteres  (Arpenteurs  romains)  . 
insérés  aux  cahiers  d'avril  et  mai  1849  du  Journal  de- 
Savants,  a  donné,  sur  la  généralisation  de  cette  solution, 
des  détails  curieux  que  nous  devons  recommander  aux 
lecteurs.  L'illustre  géomètre  a  également  traité  la  ques- 
tion ,  mais  avec  plus  de  détails,  dans  les  Comptes  rendus 
des  séances  de  V  Acadénde  des  Sciences  (7  mai  i  849).  Il  v 
rappelle  la  Sa*"  proposition  du  P""  livre  de  Diophaiite  (*)  , 
qui  a  un  but  analogue,  et  la  page  42t»  du  remaïquable 
ouvrage  de  M.  Chasles,  intitulé:  Aperçu  historique  sui 
l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en  géoniétrii  . 
Ce  savant  mathématicien  donne  dans  son  ouvrage,  une 
règle  de  Brahmegupta  (**),  qui  revient  à  celle  de  Dio- 
phante,  et  comprend  comme  cas  particuliers  les  deux 
règles  données  par  Pythagore  et  Platon.  Enfin ,  M.  Poinsot 

(*)  Célèbre  malliéni;ilicieu  {jrcc  du  iv^  siècle  de  notre  ère.  On  a  de  lui 
six  livres  (  sur  treize  qu'il  avait  composés  )  de  questions  arithmétiques,  cl 
un  livre  sur  les  nombres  polygones.  Us  ont  été  publiés  pour  la  première 
fois  par  Bachot  de  Meziriac  (Paris  ,  iGaO  ,  et  depuis,  avec  de  savants  com- 
mentaires, par  rilhistrc  Fermât  (Toulouse,  1670). 

(  **)  Géoméire  indien  du  vi*  ou  vu*  siècle  de  noire  ère. 


(même  séance  de  l'Académie  des  Sciences)  a  donné,  pour 
la  décomposition  d'un  carré  en  deux  autres,  une  méthode 
aussi  générale  que  simple. 

A  cette  occasion,  je  me  permettrai  d'indiquer  aussi  uni' 
méthode  très-générale,  qui ,  en  ne  distinguant  ni  les  nom- 
bres pairs  des  nombres  impairs  ,  ni  le  plus  petit  et  le  plus 
grand  des  deux  carrés  partiels,  a,  par  conséquent,  l'a- 
vantage de  les  traiter  symétriquement. 

Pour  satisfaire  à  Féquation 

•^'  H-  y  =  z% 

faisons 

X  =  /c  -+-  a  ,     y  :=z  f,  -'r  b  ,      z  z=:  h  -'r  (i  -\-  b  ; 

la  transformation  sera  toujours  possible  (*)  :  car,  de  ces 
relations,  on  tire 

rt  =  z  —  y,      b  =:  z  —  j; ,      ^-  =  x  -\-  y  —  z , 

valeurs  entières  et  positives  en  même  temps  que  x,  j  .,  z. 
Substituant  dans  l'équation  proposée,  on  a,  toute  sim- 
plification faite, 

P=  lab. 

Il  suffit  donc,  pour  avoir  toutes  les  solutions  de  la  ques- 
tion, et,  par  conséquent,  tous  les  triangles  possibles  eu 
nombres  entiers,  de  prendre  pour  A  tous  les  nombres 
pairs  possibles,  et  de  décomposer  k^  de  toutes  les  manières 
possibles  en  deux  facteurs  dont  l'un  devra  être  fait  égal 
i\  ia  (ou  2^),  et  l'autre  à  b  (ou  (i).  Comme,  d'ailleurs, 
on  peut  se  borner  à  chercher  les  triangles  primitifs,  c'est- 
à-dire  les  triangles  dont  les  côtés  sont  représentés  par  des 
nombres  premiers  entre  eux  (car  les  autres  se  ramènent 
à  ceux-là) ,  on  aura  égard  aux  seules  décompositions  dans 
lesquelles  les  facteurs  de  A^  sont  premiers  entre  eux,  et 

(  *  )  Elle  est  égalcnitMil  Minilicablc  à  l'équalion  x™  -i-jm^i^  z'" . 


(  ■^■^-  ) 

par  conséqueiii  l'un  pair  et  l'autre  impair.  Avec  eette 
restriction,  l'un  des  nombres  a  ou  è,  et  par  suite  l'un 
(les  cotés  de  l'angle  droit,  x  ou  y^  est  lui-même  toujoui's 
nécessairement  pair  et  l'autre  impair,  et  par  suite,  z,  ou 
Phypoténuse ,  est  toujours  impair. 
Par  exemple,  soit 

A-  =r  2  ,      d'où      /-^  =  4  5    «  =  2  ,    6  =:  1  : 

il  en  résulte 

xz=4)     .X  =  ^>      z  =  5. 
Soit  encore 

/.=  4  ,       d'où       rt  =r  8  ,       ^  =:   1   : 

il  en  résulte 

jr=i2,     jy  =  5,     z=i3. 

Et  ainsi  de  suite. 

L'hypotlièse  ^  =  6  donnerait  les  deux  triangles  8  ,  1 5  , 
17,    et    7,  24,  aS  5  etc.,  etc. 


EXTRAIT  D'l]\E  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  TERQIEM, 

Par  m.   J.-A.   SERRET, 
Examinateur  dadmissio»  à  l'École  Polytechnique. 


«  J'ai  eu  plusieurs  fois  l'occasion  de  constater,  en  lai- 
»  sant  les  examens  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique, 
»  que  les  candidats  ne  connaissent  que  des  déraonstra- 
»  tions  défectueuses,  à  tous  égards,  des  formules  sur 
))  lesquelles  repose  la  construction  des  Tables  de  loga- 
»  ritlimes.  Peut-être  juge  rez-vous  utile,  au  point  de  vue 
»  de  renseignement,  et  dans  lintérèt  des  candidats,  de 
»   publier  les  détails  que  je  vous  envoie  à  ce  sujet.  » 


(  ^3  ) 
I. 

Développement  en  série   de  —  1  (i  —  u) ,  ou  u  est  un 
nombre  positif  inférieur  à  i . 

Soit  X  une  quantité  que  nous  ferons  varier  depuis 
X  =  o  jusqu'à  X  =  u-^  u  est  une  constante  positive  in- 
férieure à  I.  Posons 

la  dérivée  f'{x)  àe  f[x)  a  pour  valeur- ->  et  l'on 

peut  écrire 

(2)  f'{x)  —  \  +  x  -h  .r-  +  .  .  .   +  .r"-'  H 

I  —  .r 

Posons  aussi 

(3)  <p(x    =-H 1_       _!-...  _f-_, 

120  n 

et  désignons  par  cp'(x)  la  dérivée  du  polynôme  9(^)5 
on  aura 

(4)  (p'(a:)=r  I  +  j:-f-ar^+.  .  .  H-A-"-'. 

En  retranchant  l'équation  (4)  de  l'équation  (2),  il  vient 

/'(^)-/(,r)  =  -^. 
I  —  X 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  positif,  et  il  est 

moindre  que ->  tant  que  x  n'est  pas  égal  à  w;  on  a 

donc 

(5)  /'(^)-<p'(^)>o, 

(6)  /'(^)_^'(^)__fL^<o. 


[*]  La  caractéristique  l  désigne  exclusivement  les  logarithmes  népériens, 
c'est-à-dire  ceux  dont  la  base  est  c  =  2.71828. . . . 


(  ^-4  ) 

Ces  iuégalllés  montrent  que  les  fonctions  f  {x)  —  cp  [x) 

et    f'(x)  —  (i>(x)  —  , r- ;»    sont,    la    première 

croissante,  la  deuxième  décroissante,  quand  x  croit  de  o 
à  II.  En  etl'et ,  la  première  de  ces  fonctions  a  une  dérivée 
conslammenl positive  (inégalité  5),  tandis  que  la  deuxième 
a  luie  dérivée  constamment  négative  (inégalité  6).  D'ail- 
leurs les  fonctions  dont  il  s'agit  sont  nulles  pour  a?  =  o  , 
donc ,  pour  x  =  « ,  la  première  est  positive  et  la  deuxième 
est  négative.  Ainsi  ou  a 

/(m)  — cp(tf)>0, 


ou 


(«  +  I)(I-«)- 

c'est-à-dire  quej'[ii)   est  égal  à  ç  (w)   augmenté  d'une 
quantité  positive  moindre  que ■. r  ;  cette  quau- 

tité  peut  évidemment  se  représenter  par  ô — ^ , 

en  désignant  par  Ô  une  fraction  comprise  entre  o  et  i . 
D'après  cela ,  on  a 

/(«)  =  ?(«)  + 


ou 

Il  lÛ 

(7)      -'('-«)  =  7  +  -- 


(«+  i)(i  —II) 


u"  II"  9  II" 

+ 


3  n       in  -\-  j)[i 


La    quantité    u  étant    inférieure   à    i ,    on    voit   que 
tend  vers  zéro  a  mesure  que  n  augmente 


[n  -h  I  )  ( I  —  II) 

indéfini  ment.  On  a  donc 

^  ,       Il       «'       II" 

8)  _/,,_„)  =  -+-.4-3 


(  25  ) 
formule  dont  le  second  membre  est  une  série  convergente, 
tant  que  l'on  a  u  <i  i. 

IL 

Développement  en  série  ^e  1  (i  -t-  u) ,  oiiw  est  un  nombre 
positif  égal  ou  inférieur  à  i . 

Soit  X  une  quantité  variable  entre  les  limites  o  ei  u\, 
u  est  une  constante  positive  égale  ou  inférieure  à  i. 
Posons 

(l)  f{x)  =  l{i+.T); 

la  dérivée  f'{x)  de  f{x)  a  pour  valeur  •,  et  Ton 

peut  écrire  ces  deux  égalités, 

[f'(x)=z\  — x-\-x'^ —  .r^H-.-.dtj:"""'!!: r 

\f'{x)=:i  —  X  -\-x'  —  x^~...  ±^"~'ir:a-''± 

Posons  aussi 

•(3)  ^(^)^f___^:  +  ç_...±-, 

I         2         o  n 

et  désignons  par  cp'(x)  la   dérivée  du  polynôme  cp  (x)  : 
nous  aurons 

(4)  <^' [x)  =  i  ~  X  +  X- ~  .  .  .  àzx"-'. 

En  retranchant  l'équation  (4)  de  chacune  des  équations  (2), 
on  obtient 

(5)  f'{x)-^'{x)  = 


I  H-  X 


(6)  /'(^)-/(a,-)dba-«  =  ±:. 

Les  seconds  membres  de  ces  deux  équations  sont  de  signes 
contraires  ;  par  conséquent,  les  deux  fonctions  /'(.r)  —  tp  (a  j 


(  26  ) 

et  J{x)  —  o  (x)  zL -,  aj^ant  leurs  dérivées  de  signes 

contraires,  sont  l'une  croissante,  l'autre  décroissante, 
quand  x  croît  de  o  à  ii.  Or  les  deux  fonctions  dont  il 
s'agit  sont  nulles  pour  x  =  o\  donc ,  pour  x  =  u  ,  elles 
sont  de  signes  contraires.  On  a  donc 

/(«)  —  ?  («)>o, 
ou 

/(«)—  <j)(«)<0, 

■^        ^         '  ^     '  «  -t-  I  -^ 

Dans  les  deux  cas  on  peut  écrire,  en  désignant  par  6  un 
nombre  positif  inférieur  à  i , 

ô  «"+  ' 

c'est-à-dire 


(7)         l 


3  «    '   «  -H  I 


La  quantité  u  étant  égale  ou  inférieure  à  i ,    teud 

vers  zéro,  à  mesure  que  //  augmente  indéfiniment.  On 
a  donc 

(8)  /(,+„,  =  -__  +  __..., 

formule  dont  le  second  membre  est  une  série  convergente 
tant  que  l'on  a  u  <^  i   ou  zf  =:  i . 

Remarque.  Il  résulte,  de  ce  qui  précède,  que  Ton  a 

12  3 

pour  toute  valeur  u  de  x  comprise  entre   —  i   et  -\- \ . 


(  ^7) 
Cette  formule  a  lieu  encore  pour  .r  =  i  ,  et  même  pour 
a:  =  —  I,   car,    dans  ce   cas,    les    deux   membres   sont 
infinis. 

m. 

Calcul  des  logarithmes  népériens. 
Reprenons  les  deux  formules 

«  M-  «' 

—  /(l  —  K     =  -  H 1-  4-  .  .  .    ; 

12  3 

il  vient,   en  ajoutant  et  observant  que 

/               \            i  -\-  u 
l  {i  -{-  u)  —  l [1  —  II)  =  /— , 


La  quantité  étant  plus  grande  que  i ,  posons 


A        N 


d'où 


2N  +  /i 

l'équation  (i)  devient,  en  observant  que 


(2)  /(N-t-/i)=/N+2r 


h  h^  h^ 


2N4-//      3(2N+/0'      5(2N+/«)^  J 

Cette  formule,  où  N  et  A  désignent  deux  nombres  positifs 
quelconques,  permet  de  calculer  /(N+A)  quand  on 
connaît  /N. 


(  '^«  ) 

8i  Ion  néglige,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i>) , 

tous  les  termes  qui  suivent  2 r-^ . ,  .     ,  l'er- 

*  .  2/+  1)  (2N  +  h)""-*-' 

reur  commise  sera  évidemmeut  moindre  que 
c'est-à-dire  moindre  que 


\:(-+-i 


2(2/-|-3)N(N  +  A)(2N  +  //; 

En  particulier,  si  l'on  néglige,  dans  la  séiie  de  l'équa- 
tion (2),  tous  les  termes  qui  suivent  le  premier,  et  que 
l'on  écrive  simplement 

(3)  /(N.^//)  =  /N^-  -^^^, 

r  •       '  ■  A  ^'' 

1  erreur  commise  sera  moindre  que  ^^,  ,„ r^-71:; rs  ' 

^      6N(N-f-/i)(N4-2A) 

et ,  à  plus  forte  raison ,  moindre  que  ^  (  ^  )  • 

En  faisant  N=  i  et  A  =  i  dans  l'équation  (2),  on 
obtient 

/2  =  2  1  4 


3       3.3'       5  3^       7.3^ 

ce  qui  donne,  en  prenant  neuf  décimales , 

/  2  =  0,693147  180. 

Le  logarithme  de  2  étant  connu,  la  formule  (2)  per- 
mettra de  calculer  successivement  les  logarithmes  népé- 
riens de  tous  les  nombres  entiers. 

Faisons,  par  exemple,  N  =:  8  et  h  =  o.  dans  l'équa- 
lion   {2)  ;  il  vient 

/  1 0  =  /  8  H-  2     -  -t-  - — -  -h  ^ — :  -f- . 
\i)       3  9'       5.9' 

Cette  formule  donne  la  vah  lu  de  /  =:  10  ,  car  /  8  =  3  /2  j 


(  ^-y  ) 

ou  trouve,  eu  prenant  neuf  décimales , 
1 10  =  2,3o?.585og3. 

IV. 

Calcul  des  logan'r limes  vulgaires. 

Le  module  M  des  logarithmes  vulgaires  est  1  inverse 
du  logarithme  népérien  de  lo;  on  a  donc 

1 
2,3o2585o93 

ou,  en  elTec tuant  la  division, 

(i)  M  =  0,434294482. 

Le  module  une  fois  connu ,  il  est  aisé  de  calculer  les 
logarithmes  vulgaires  des  nombres.  En  elTet,  les  loga- 
rithmes vulgaires ,  que  nous  dénoterons  à  1  aide  de  la 
caractéristique  log,  s'obtiennent  en  multipliant  par  M 
les  logarithmes  népériens;  par  conséquent,  l'équation  (2) 
du  paragraphe  précédent  donnera 

(2)  Iog(x\-+-A)  =  logy4-2Mr        '       +  +■■■    . 

En  faisant  ^  =  i ,  cette  formule  devient 

(3)  l„g(N+,)=l„gN  +  ,M[^^+3^^^=^,+...l. 

A  l'aide  de  cette  équation  (3)  ou  pourra  calculer  succes- 
sivement les  logarithmes  des  nombres  compris  entre  i  et 
10 ,  ou  entre  100  et  1000 ,  ou  généralement  compris  entre 
deux  puissances  quelconques  de  10. 

On  abrège  considérablement  les  calculs  en  faisant  usage 
de  la  méthode  des  diflérences,  dont  nous  n'avons  pas  à 
pailer  ici.  Les  calculateurs  qui  ont  construit  les  Tables 
que  nous  possédons,  ont  employé  les  équations  (2)  et  (3), 
ainsi  que  quelques  autres  qui  se  déduisent  de  celles-ci  par 
des  transformations  faciles,  et  qui  renferment  des  séries 
plus  convergentes.  Si,  par  exemple,  on  remplace  >   par 


(  ^-  ) 

]N* —  I  .  dans  IV-quation  (3),  l'ile  dc^vient 
log(N^-i)H-2M[^^ 


ou 

loi;  (N  -»-•  i!  H-  loiï  (  N  —  I  ) 


43T^^---^^-+- 


IlogN 
u.  M  I  t u 

La  si'rie  qui  entre  dans  le  second  membre  de  celle  équa- 
tion (4)  est  très-convergente^  en  se  bornant  au  premier 
terme  de  cette  série,  l'erreur  que  Ton  commet  ne  peut 
aHécler  la  dixième  décimale,  si  N  est  égal  ou  supérieur 
il  20.  L'équation  (4)  peut  servir  à  calculer  log  (N -h  i) 
quand  on  connaît  log  A  el  log  IN  —  i^  elle  donne  aussi 
le  moyen  de  calculer  successivement  les  logarithmes  des 
nombres  premiers.  En  eOét,  supposons  (jue  N  soit  un 
nombre  premier,  et  que  les  logaritlimcs  des  nombres  pre- 
miers inférieurs  à  ]N  soient  connus;  l'équation  (3)  fera 
connaître  log  N  ,  car  N  +  i  et  IN  —  i  étant  des  nombres 
composés  de  facteurs  premiers  inférieurs  à  N,  leurs  loga- 
rithmes s'obtiendront  par  de  simples  additions. 

Pour  calculer  les  logarithmes  des  premiers  nombres 
2,3,  etc.,  il  faudrait  prendre  plusieurs  termes  dans  la 
série  qui  enlre  dans  le  second  membre  de  celle  des  for- 
mules (2),  (3)  ou  (4)  que  l'on  emploie-,  mais  on  peut,  par 
des  artifices  convenables,  obtenir  pour  ces  cas  particuliers 
des  séries  beaucoup  plus  convergentes,  dans  hîsquelles  on 
pourra  se  borner  au  premier  terme,  ou  aux  deux  pre- 
miers terraies.  Nous  allons  en  présenter  deux  exemples. 

PnEMiEn  EXEMPLE.  O/t  fleiuaiide  le  logarithme  de  ">. 
avec  douze  décimales.  On  fera  N  =  1000  et  /?  =  il\^ 
<lans  l'équation  (2),  qui  devient 

r  24       I  /'  24  X'' 

log  1 024  =  log  1 000  H-  2  M     — -î-T  -f-  -     — ^     H- , 

°  '^  I    2024  3    \202_'|   / 


Q  2M 

log2  =  o,3  +  -^ 


(  3i  ) 
or  1024  =:4'",  log  1024  =  lolog  a,  log  1000  =  3  j  donc 

24     ,   I  /'   24  Y ,  _  1^ 

20?.4  3   \2024/  '  *  '  J 

Cl  il  est  aise  de  voir  que  les  deux  premiers  termes  de  la 
série  du  second  membre  suffisent  pour  obtenir  log  2 
avec  douze  décimales. 

Secoad  exemple.  On  demande  le  logarithme  de  3  avec 
dix  décimales.  On  fera  N  =  65536  et  h  =  ^4  dans  l'é- 
quation (2),  qui  devient 

loL' 65G 1 0  =  log 65536  +  2 M  (    J^ ,^.  +  - 
°  °  \i3ii4b 

or  656io  =  S^X  10,  65536  =  2'^;  donc 

8  log  3  -f-  I  =  16  log  2  +  2  M  { -iP-^  -f-  . 
^  \ 1 3 I I 46 

ou 

,      ^  ,  ^        M  /      74 

log  3  =  2  log  2  —  0, 1  25  -f-  -r  1  ^,       -77.  +    . 

^  °  4  Vi-^'  -'lo 

et  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  terme  de  la  série  d^i 
second  membre  suilh  pour  qu'on  puisse  calculer  log  3 
avec  dix  décimales. 

Nous  nous  bornerons  aux  deux  exemples  qui  précèdent  \ 
mais  nous  croyons  devoir  rappeler  ici  que  M.  Koralek  a 
fait  connaître  récemment  un  procédé  très-ingénieux  qui 
permet  de  calculer  rapidement,  avec  sept  décimales,  ]e 
logarillimc  vulgaire  d'un  nombre  quelconque  compris 
entre  1  et  10000000.  La  méthode  de  Ai.  Koralek  exige 
seulement  que  l'on  connaisse  le  module  M  et  les  loga- 
rithmes des  cinq  nombres  2,3,  7,  11,  i3. 

V. 

Sur  la  proportion  qu'on  établit  entre  les  petits  accroisse' 
nients  d'un  nond>re  et  les  accroissements  corref,pon- 
dants  de  son  logarithme. 

Ouand  on  fait  usage  des  Tables  de  logarithmes,  on 


(  32  ) 

admet  que  les  petits  accroissements  du  logarithme  d'un 
nombre  N^  loooo  sont  proportionnels  aux  accroisse- 
meJits  correspondants  de  N. 

Nous  allons  déniontror  que  Terreur  commise,  en  appli- 
quant ce  principe,  ne  peut  avoir  dintluencc  sur  la  sep- 
tième décimale  du  logarithme  rp^ie  l'on  calcule. 

Nous  avons  établi  la  formule 

a        «'        «■  ,    a"        0  u"~' 

/{i  -\-  u)  = H^—  ...±:— zjz . 

12  3  n  ^^  n-i-  i 

où  9  est  un  nombre  compris  entre  o  et  i . 

Si  M  désigne  le  module  des  logarithmes  vulgaires,  on 
déduit,  de  cette  formule, 

<'l ,  on  faisant  //  =:  i , 

log  (  l   +  «  )  =;  M  (  w 


Posons  successivemcui  u  =  -i    /i  =  -. ,    et    désignons 

IN  j\  * 

par  a  et  o  les  valeurs  comprises  entre  o  et  i  que  prend 
alors  Q\  on  aura 

(,}  log(N  +  I  )  -  logN  =  M  (^  -  ^j  , 

(2)  log^lN+/0-logN  =  M(^^-^^]. 

Désignons  par  A  la  diOérence  tabulaire 
log(N+i)-logr<; 
et  par  D  la  dillérencc 

log(M4-//)  —  logN; 
on  déduira  ,  des  équations  (i)  et  (a), 

xh  —  ^h- 


D  -  A//  =  M 


?.^ 


(  33  ) 
Or  nous  supposons  k<^i  -^  ah  —  c  h'^  est  duuc,  en  valeur 
absolue,  moindre  que  1 5  M  est  aussi  plus  petit  que  1  et 

même  plus  petit  que  -^  N"  est  au  moins  égal  à  10000% 

c'est-à-dire  au  moins  égal  à  1 00000000.  Donc,  en  prenant 

D  —  i  /<  =  o , 
c'est-à-dire  en  admettant  la  proportion 

D  _  // 

l'erreur  que  l'on  commet  est  certainement  plus  petite  que 
le  quart  d'une  unité  du  huitième  ordre  décimal. 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  AIX  LYCÉES,  ANNÉE  1851  ( 

Par  m.  dieu, 

Agrégé,  docteur  es  sciences. 


COMPOSITION    D  AKALYSE. 

Le  sujet  de  cette  composition  a  été  : 

Trousser  l'équation  différentielle  ries  courbes  planes 
qui^  enroulées  sur  un  cylindre  droit  à  base  circulaire, 
donnent  des  courbes  dont  le  rayon  do  première  courbure 
est  constant. 

Montrer  que,  dans  le  cas  particulier  oii.  le  rayon  de 
première  courbure  est  égal  au  rayon  de  la  base  du  cy- 
lindre,  Vintégration  de  l'équation  différentielle  se  ra- 
mène à  une  simple  quadrature ,  et  discuter  la  formule. 

Mais ,  comme  inen  ne  nous  oblige  à  des  restrictions  qui 
ont  sans  doute  pour  cause  la  brièveté  du  temps  accordé 

(*)  Ce  problème  a  été  aussi  résolu  par  IVI.  Moncourt  (Eugène),  élève 
de  l'École  Normale. 

de  jlalhcmat. ,  t.  Xï.  (.Janvier  i8.'v.>.)  à 


aux  caudidals ,  nous  subsiitncioiis  ;i  1  énoncé  précédenl 
celui  qui  suit  : 

Déterminer  les  transformées  planes  des  courbes  tra- 
cées sur  un  C)linf1rc  de  rés'ohition ,  dont  le  rayon  de 
courbure  est  constant. 

a  représentant  le  rayon  constant,  les  coordonnées  rec- 
tangulaires des  points  de  ces  courbes  doivent,  d'après  uii<- 
formule  connue,  satisfaire  à  l'équation  ditlerentielle 
( dy d-z  —  fizd ' r ) "^  -\- [dzd^'a:  —  dxd'z)- 


c; 


{d.rd'y 


ds' 
dy  d' x-y  =:  ^ 


dans  laquelle  la  variable  indépendante  est  quelconque. 
L'axe  du  cylindre  étant  pris  pour  axe  des  z ,  supposons 

qu'on  développe  sa  surface  sur  le  plan  zx  ^  à  partir  de  la 
génératrice  AA',  et  soit  M,  la  position  que  prend  le  poinî 

M  (.r ,  r,  2:)  qui  se  projetait  en  M'  sur  xy\  Désignons  pai 
o  l'angle  M'OX ,  par  \  ,  r,  les  coordonnées  de  JM,  relative- 
ment à  AX  et  AA',  prises  pour  axes  de  coordonnées  dans 

le  plan  zx .,  enfin  par  Tl  le  rayon  du  cylindre. 


(  ^:>  ) 

On  peut  legaidtT  lare  R(p  =  ^  eomme  la  variable  in- 
dépendante de  l'équation  (i) ,  et ,  à  ce  point  de  vue  ,  de 

■r  =  R  cos  o ,  j  =  R  sin  î) , 
on  tire 

(Iz  =  —  sin  o.clc,  dy  =        cosî>.rf5, 

coso     ,„  ,                sin  ©     ,„ 

R            '  ^               R        ■ 

D'ailleurs,  il  est  évident  que 

dz=.dr,,       d-z^=:d''-rt      et      ds^  ^=:  dc^ -h  dr)-. 

D'après  ces  formules,  1  équation  (i)  donne 

(2)     {d^'-hdr,')d^'  -i-  R^  (ri'rjYdr-  =~{dt'  -h  dn'Y, 


qui  représente  les  transformées  planes,  et  de  laquelle  on 
déduit 

(3)  (;_|)'=„,.n[(i±V)._^^j, 


en  posant 

dn        , 

dr,' 

Les  deux  valeurs  de  —  ?  données  en  général  par  cette 

équation ,  deviennent  égales  et  en  même  temps  nulles , 
pour  celles  de  r/  qui  sont  déterminées  par 

et  comme  ces  dernières  valeurs,  savoir, 


V^ 


», 


sont  constantes,  de  telle  sorte  qu'on  eu  tire 
dn' 


dï  =  ''- 


3. 


(  3(i  ) 

1  cqualion  (4)  «^'Sl  une  inlrgralc  siiigulièic  tic  l'(''qua- 
tion  (3),  pourvu  quelle  lie  rentre  pas  clans  rinlégrale 
générale. 

Quoi  qu  il  en  soit,  l'intégrale  générale  de  léquation  (4), 
(|ui  est 


v/^ 


I  +  ronsl. , 


satisfait  à  l'équation  (3),  et  elle  donne,  en  prenant  -f- 

devant  -  : 

i''.  Si  a^R ,  deux  droites  correspondantes  aux  hélices 
coupant  les  génératrices  du  cylindre  sous  l'angle  dont  le 

cosinus  est  \/ ,  et  dont  deux  se  croisent  en  chaque 

point  de  sa  surface  ; 

2°.  Si  a  =  R ,  une  parallèle  à  A,^  correspondante  aux 
sections  circulaires  auxquelles  les  hélices  se  réduisent 
quand  l'angle  atteint  90  degrés; 

3''.  Si  a  est  infini,  une  peipendieulaire  à  A|  corres- 
pondante aux  sections  rectilignes  sur  lesquelles  on  doit 
tomber  quand  l'angle  est  nul. 

L'équation  (3)  étant  du  premier  ordre,  on  peut  immé- 
diatement prendre  r/  pour  variable  indépendante.  Si  Ton 
pose 

n  '  =  tang  •]> , 

de  sorte  que  ^  désigne  l'angle  qu  Une  parallèle  menée  de 
l'origine  A,  à  une  partie  déterminée  de  la  tangente  en 
elia([ue  point  (^  ,  y;)  de  la  courbe,  fait  avec  A^,  on  trouve 
facilement 

(5)  .f^=-.±——J==^. 

/        " 


(  :^7  ) 

à  quoi  il  faut  joiiidif 

(6)  dn=.±      ^"^-^-'^^ 


s/^.- 


COS'J/ 


en  prenant  ensemble,  soit  les  signes  supérieurs,  soit  les 
signes  inférieurs. 

Quelle  que  soit  la  valeur  du  rapport  -5  n  ne  peut  s'ex  ■ 

primer  sous  forme  finie,  en  fonction  de  <|^,  que  par  une 
intégrale  définie  ou  par  les  notations  des  fonctions  ellip- 
tiques^ si  ^  -^  I  ,  il  en  est  de  même  de  ^^  et  seulement 

lorsque  a  =  R,  ^  s'exprime  par  un  logarithme. 

i".  Soit  a>>R.  i|/' étant  le  plus  petit  arc  positif  dont 

,  .  .         /R     d^        c/y,  ...  1 

Je  cosinus  soit  1/  —  >  ^-r  et  ^-7  sont  imaginaires  pour  les 

V   «     rt-i}>       <fi>  ^ 

valeurs  de  t|;  de  o  à  t|;',  réels  pour  les  valeurs  de  '^  à 
7:  —  ^|/',  puis  redeviennent  imaginaires  quand  ^  dépasse 
<ette  dernière  valeur  à  laquelle  on  peut  s'arrêter. 
En  posant ,  pour  abréger, 


\/ 


l  —  —  C05*  ^ 


on  a 


et      . 

(8)  .=r'±„f*'M;n, 

c  et  c' désignant  deux  constantes  arbitraires,  qui  sont  les 
valeurs  de  ^  et  y?  pour  ^  =  i^'. 

Si  Ton  considère  premièrement  le  signe  •+-  devant  les 


(  38  ) 

intégrales  définies;  lorsqu  on  lait  troître  ^  de  î|/'  à  -7  ^  et  y; 

croissent  depuis  les  valeurs  c  et  c'  [C]  jusqu'à  de  certaines 

valeurs  d  et  d'  [D];  et  lorsque  ij/  croît  de  -  à  tt  —  '/,   > 

décroît  de  d  à  c,  tandis  que  y;  continue  de  croître  jusqu  à 
,.'-f- 2(^'— c')  1=  a^/'_r' [E].  En  eilet,  on  a,  d'une 
part, 


r 


et ,  d'aulre  part , 

r''-'^'sm^jlj>  _  _   r'^'sin^.d-l,  _   r^sm^.d!^ 


■1 
d'où 


Jf*"      '^siu-^.d-^  r-ismJ^  .d  II 

La  courbe  a  donc  un  arc  qui  va  de  C  à  E,  à  droite  de  CE 
parallèle  à  An.  Cet  arc  tourne  sa  concavité  vers  la  corde 
(^F, .  et  ses  deux  parties  (>!),  l^E  sont  égales,  car  l'incli- 
naison de  la  tangente  sur  la  <ord<!  CE  est  égale  à -y 

an  point  C,  diininne  juscprcn  I),  où  elle  devient  nulle, 
puis  icprend  de  1)  à  1".^  dans  un  ordre  inverse,  les  mêmes 
valeurs  que  C  à  D.  Si  l'on  passe  du  signe  -+-  au  signe  — 
(levant   les  intégrales  définies  des  écpiations   (j)   et  (8). 


(  39  ) 
pour  une  uièine  valeur  de  ^,  '^  —  c  et  V5  —  c  chaugeul 
seulement  de  signes;  la  courbe  a  donc  un  autre  arc  CD'E' 
qui,  en  tournant  de  i8o  degrés  dans  le  plan  autour  du 
point  C,  irait  coïncider  avec  CDE,  et  le  point  C  est  à  la 
fois  un  centre  et  un  point  d'inflexion. 

2".   Soit  «<"R.  -r-r  et  — -'  ne  deviennent  imaginaires 

^         d-l^         cl^  ° 

pour  aucune  valeur  de  tj/ ,  et  il  convient  de  remplacer, 
dans  les  équations  (7)  et  (8),  la  limite  f^i'  des  intégrales 
définies  par  zéro.  En  prenant  successivement  les  signes  -f- 
ct  — ,  les  valeurs  de  ^p,  depuis  zéro  jusqu'à  tt,  donnent 
un  arc  pareil  à  EDCD'E',  mais  les  tangentes  aux  points 
extrêmes  sont  parallèles  à  A'(.  Les  valeurs  depuis  tt 
jusqu'à  2  TT  donnent  un  arc  égal  à  celui-là,  avec  lequel  il 
irait  coïncider  par  une  demi-révolution  autour  de  la  per- 
pendiculaire à  A  ^,  passant  par  les  points  de  raccord;  et 
cette  droite ,  ainsi  que  la  parallèle  menée  à  A  |  par  le 
point  de  croisement  des  deux  arcs ,  est  un  axe  de  symé- 
trie. Enfin  ,  les  valeurs  de  <^ ,  supérieures  à  2  tï  ,  ne  donne- 
raient rien  de  plus  que  celles  de  zéro  à  2::,  car  les  inté- 


grales définies 


X 


r  cos-^  .(l-^ 


et 


r'f'sin-^.d]» 


sont  évidem- 


ment des  fonctions  de  ^p ,  dont  les  valeurs  ne  changent 
pas  lorsqu'on  augmente  !|i  de  2Tr. 


^ 

L 

p 

ZN 

^ 

'"'n 

.....4   

/ 

/j^\^ 

H 

IL'                    ^l/ 

w        -- 

y" 

H' 

. 

__^' 

^■--..... 

P' 

L' 


(  4o  ) 
S".  Soit  (i  =  R.  On  a  ,  d'après  lis  équalioiis  (5)  et  (6), 

v'-  \  sin  -Il  ) 


»     ÎT 


^  croissant  de  zéro  à  - 

2 

c  varie  de  ±od  à  c  zt-p  loy  (v  i  —  i  )  ' 
sj-i. 

et  '^  eonlinuant  de  croître  jusqu'à  tt,  ^  reprend  les  mêmes 
valeurs  dans  l'ordre  inverse,  x; ,  au  contraire,  varie  tou- 

r-  (     I 

jour  s  dans  le  même  sens  depuis  c' jusqu'à  c'=hR\'2.FI  ~= 

[notations  de  Legendre].  D'après  cela,  en  prenant  les 
signes  H-,  on  a  la  branche  GFH;  et,  en  prenant  les 
signes  — .  la  branche  G'F'H'.  De  plus,  les  droites  FK, 

F'K',  représentées  par  les  équations  r,=zc'±—pzY{  —-  ), 

V2       VV2/ 

sont  des  axes  de  symétrie  des  deux  branches  concaves, 
l'une  cl  l'autre,  vexs  ces  droites-,  les  droites  N ,  P  et  P', 

représentées  par  -n  =  c'  et  y;  =  c'  ±  R  v/2  F  (  y^  ) 

des  asymptotes;  et  le  point  N  (c,  c')  ,  où  FF'  coupe  la 
droite  ^  ,  est  un  centre. 

Si  l'on  donne  à  '^  des  valeurs  comprises  entre  2/>7T  et 
(2  A'  -h  i)  TT  [A  étant  un  nombre  entier  quelconque],  |  et 
•n  sont  réels;  et  i^^  étant  un  arc  compris  esitre  zéro  et  tt  , 
I  a  di's  valeurs  égales  pour  ^  =  ^1  et  i|;  =:  2  A  ~  H- (^,, 
tandis  que  les  valeurs  correspondantes  de  n  dillèrenl  de 

4A--— .F(  —^  I .  (  )m  a  donc.  [)our  ces  \alenrs  de  (^f,  une 

V/2  \v/2/ 


5  sont 


{4i  ) 

couple  de  bi  anches ,  avec  lesquelles  celles  qu'on  a  d'abord 
trouvées  iraient  coïncider,  si  on  les  faisait  glisser  dans  le 
plan,  parallèlement  à  A  y;,  de  manière  que  les  coordon- 
nées 'Il  s'accrussent  toutes  de  ^f^ ■~i='^  (  -7=  )• 

Les  courbes  que  nous  venons  d'obtenir  par  la  discussion 
sommaire  des  trois  cas  que  présentent  les  deux  paramètres 
«  et  R,  ne  cessent  pas ,  en  raison  de  ce  que  le  cylindre  est 
de  révolution ,  d'être  des  transformées  de  courbes  situées 
sur  le  cylindre ,  et  ayant  le  rayon  de  courbure  constant  a, 

lorsqu'on  les  fait  glisser  sur  le  plan  zx,  de  manière  que 
tous  leurs  points  décrivent  en  même  temps  des  droites 
parallèles  et  égales.  D'après  cela,  on  peut  joindre  à  l'arc 
EDD'E',  trouvé  dans  le  cas  de  a>>R,  l'arc  ED'D^E', 
symétrique  par  rapport  à  EE';  et  aux  brandies  infinies 
GH,  G'H',  trouvées  dans  le  cas  de  «  =  R,  les  branches 
symiétriques  par  rapport  à  la  perpendiculaire  LL'  menée 
de  N  à  A|.  On  peut  aussi  raccorder  les  arcs,  ou  les 
branches  infinies,  par  les  points  où  les  tangentes  sont 
parallèles  entre  elles ,  de  telle  sorte  qu'elles  viennent  se 
confondre  par  le  raccord.  Toutes  les  combinaisons  que 
l'on  imaginera  donneront  toujours  des  courbes  qui  sa- 
tisferont aux  équations  difierentielles  (3),  (5)  et  (6),  et 
l'on  pourra  les  déduire  des  équations  (7)  et  (8) ,  et  de  celles 
(|ui  se  rapportent  au  cas  de  «  =  R,  en  changeant  les 
constantes  arbitraires,  les  limites  des  intégrales,  ou  la 
manière  de  prendre  les  signes  doubles. 

En  résumé,  par  chaque  point  M  d'un  cylindre  de 
révolution  de  rayon  R  : 

i*'.  Si  «^R,  il  y  a  deux  courbes  symétriques  par 
rapport  au  plan  du  point  M  et  de  l'axe  du  cylindre,  qui 
jouissent  (outre  les  deux  hélices)  de  la  propriété  d'avoii 
le  rayon  de  courbure  constant  a.,  pour  toute  valeui'  ne 


(  4--  ) 

dépassant  pas 1'  de  Taiigle  sous  lequel  la  courbe  de- 
vra couper  en  M  la  génératrice  5 

1^ .  Si  rt       R,   ces  deux  courbes  existent  pour  loulrs 

les  valeurs  de  cet  angle,  depuis  zéro  jusqu'à  -  \  et  la  section 

droite  du  cylindre  s'y  joint,  à  cette  dernière  limite,  quand 
a  :=  R  (il  n'y  a  pas  d'hélice). 

Rectification.  — Les  équations  (5)  et  (6)  donnent 


fis  = 


\/' 


—  ces'  V 


donc,  lorsque  a'^R,  l'arc  s  ne  peut,  de  même  que  | 

et  v;,  s'exprimer  en  fonction  de  '^  que  par  une  intégrale 
définie  ou  par  les  notations  des  fonctions  elliptiques. 
Mais,  quand  a  =  R,  on  a 

(IS  =   -; , rn  ■) 

sin  -^  sj  i.-\-  ces-  -if 
et  il  vient,  en  intégrant, 

R  f  \J  i  -h  <'os-'  -Il  —  y/â .  cos  -^ 

v  =  —z=.  lo  ■ 


y/2      "^  \  sin^}y 

si  l'on  prend  pour  l'origine  de  l'arc  s  l'un  des  points  où 
la  tangente  est  perpendiculaire  à  A^. 

Aire.  —  Soit  d'abord  «       R.   Si  l'on  désigne  pai-  ,^,, 

n,  les  coordonnées  d'un  point  N  de  l'arc  CDE,  par  raj)- 
port  aux  parallèles  menées  de  C  à  A|,  Av?,  et  par  A  \v. 
segment  compris  entre!  l'arc  CN,  une  partie  correspon- 
dante d(!  CE  (;t  la  parallèle  menée  de  J\   à  A  4  ;  on  a 

Ç^  vo%^d\  sin  ^d^ 

dk  =:  c   dr,.       è'—  a    I        ■ -y       dyi,=(l. ■> 
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eu  convenant  de  donner  à  i/' ,  lorsque  a^R,  la  valeur 
précédemment  indiquée ,  et  de  faire  (]>'=  o  lorsque  « <<R; 
donc 

'^  ces  -^  d  -^ 


et,  par  suite, 

en  représentant  par  A^  l'aire  du  segment  CDE. 

Lorsque  rt  =  R,  Tordonnée,  et,  par  conséquent,  Taire, 
peuvent  s'obtenir  en  fonction  de  l'abscisse  par  une  simple 
quadrature.  En  etfet,  l'équation  entre  |  et  <]/,  relative  à 
ce  cas,  donne 

s/2  —  s/a  —  sin'  -i^         ±-^t 

— ; — I =  e        "5 

sm  ■<]i 

v/2 

en  mettant  a  au  lieu  de  — -?  afin  d'abréger;  par  consé- 
quent ,  on  a 

2  s/^ 


sin  •]>  = 


puis 

2  v/a 


tang  -^  =  rti 


et,  comme  tangi^  =  -—^,  il  vient 

lo  étant  une  des  deux  valeurs  de  ^,  entre  lesquelles  il  faut 

(*)  C'est  par  la  cliscussion  de  cette  équation  ((iie  l'on  demandait  de 
reconnaître  la  forme  de  la  courbe,  dans  le  cas  de  fl  =  R  :  on  trouvera, 
"^ans  difliculté,  la  l'orme  représentée  par  la_^^'.  •>.. 
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que  celle  variable  ne  tombe  pas  pour  que  r, ,  soit  réelle 

[ces  valeurs,  déjà  trouvées  plus  baui,  sont  =b-log!v  2  —  1% 

on  les  obtient  ici  en  résolvant  l'équatiou  fi"''-He~"^'=  2 V  2]. 
Enfin,  V>  désignant  le  segment  compris  entre  un  arc  F^S  , 
les  parallèles  menées  à  A|  par  ses  extrémités  el  la  droite 
LL',  on  a 

B  =  2  V2   /         , 

Rayon  de  courbure.  —  p  désignant  le  rayon  de  <;our- 
bure,  on  a,  d'après  les  équations  (5)  et  (6) , 

a  a 

?  = 


en  appliquant  la  formule 


M' 
cos'  ']/ 


P  = 


dx  d "-y  —  dy  d'T 
Si    a^il,    p  est  infini  pour  ^^='^'  [CJ;  si  «<  K, 
pour  il*  =  o  [C];   et,  dans  ces  deux  «as. 


0  =  a  pour  (^  =  -  [D]' 
l.orsqne  rt=iR,  on  a 


R 


i —  I  .   ^  •> 

sm  r!^.  sj"?.  —  sin'ip 

p  est  infini  pour  <}  =  o,  et  pi=R  pour  '|  =  -  [F].  Enfin, 
on  a,  dans  ce  cas, 

ù  = : 1— ' 

1  1  1  ^v/a 

(Il  rrin]tl;içaiit   mm  '^  par  sa  valeur  — 


,.-i. 
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QUESTIONS. 


249.  Un  nombre  pair  donné  étant  décomposé,  autant 
de  fois  que  faire  se  peut,  en  deux  facteurs,  l'un  impair 
(l'unité  comprise)  et  Tautre  pair;  la  somme  des  facteurs 
pairs ,  moins  la  somme  des  facteurs  impairs  correspon- 
dants ,  est  égale  à  la  somme  de  tous  les  diviseurs  de  la 
moitié  du  nombre  donné.  (Jacobi.) 

250.  Quatre  points  étant  donnés  sur  une  droite,  prenant 
ces  points  deux  à  deux,  ou  obtient  trois  systèmes  de  deux 
couples  chacun ,  et  à  cliacun  de  ces  systèmes  correspond 
sur  la  droite  un  couple  de  points  simultanément  harmoni- 
ques aux  deux  couples  du  système  ;  les  trois  couples  ainsi 
déterminés,  pris  deux  à  deux,  sont  harmoniques  entre  eux. 

Celte  propriété  donne  la  résolution  des  équations  bi- 
([uadratiques.   (Otto  Hesse.) 


NOTE  SUR  L'INTEGRATION  M  LA  DIFFERENTIELLE 

sin  Is/i  —  C  -+-  2.CDCOS  /—  (i  +  B'jcosU 

(lii  §  723,  page  292  de  l'ouvrage  d'Euler  :   Theoria  motus 
cor/wrum  solidorum  seu  rigidoruirij 

Par  m    J.-DOSTOR, 

Docteur  es  sciences  mathématiques. 


Pour  intégrer  cette  différentielle,  nous  ferons  remar 
quer  que  l'expression  sous  le  radical  revient  à 

I  —  C'(sin=/+  cos'/)  +  aCDcos/— (i  +D^)(i  ~sin=/), 


(  i<5  ) 

ijui  pt'Ut  s  étriic 

sin-'/(i  -C=-hD-')  — (D— Coos/)'; 

de  sorte  que 

_  ,//(C  — Dcos/) 


sin  /  v/sin^/  (I  —  C^  +  U')  —  (U  —  0  cos/j' 
r//(C-  Dcos/) 


^ 


sinV.H 
(D  —  Ccos/)- 


ou 


H  =  VI— C'-+-D'. 

Posons 

_  D  —  C  cos  / 
'  ~      sin/.U     ■ 
(l'où  lou  lire 


</jc 


_  CsinVrf/— (D—  Ccos  l)cos /fil  _  (C  — Dcos/j(// 


sin^/.H  sin'/.H 

et  nous  aurons 

\/j  —  .r'^ 

trou 

V       ..  ,  C  — Dcos/ 

A  =  E  +  arc  (  cos  =  ;i- )  =  E  +  arc    cos  : 


sin/.  V  I  — C--I-  O- 


Cette  intégrale  est  diiliérente  de 


.        _    ,  /  .  -D  +  Ccos/\ 

A  =  E  +  arc  (  sin  = .— » 

\  sin  /  / 

donnée  par  Euler,  que  M.  le  D'  J.-P.  Wolfers,  de  Berlin, 
a  déjà  rectifiée  [Ârcliiv.  der Malheinatih,  i85o,  }>.  1 1 1), 
cl  à  laquelle  il  a  substitué  la  suivante  : 


[tany  =z 


V/ 1  —  C^  H- 2CI)  cos  /  —  (  1 -J- D-   (OS-/ 

X  =  E  +  arc     tanj;  —- — — ^ — ■ '- 

D  — Ccos/ 

<|u'il  a  oblenue  j)ar  une  niélliodc  plus  laborieuse  que  cellr 
que  nous  venons  de  suivre. 
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OBSERVATIONS  DIVERSES  SUR  CERTAINS  ARTICLES  DES 
NOIVEIIES  ANNALES  5 

Par  m.   Angeio  GENOCCHI. 


Dérivées  de  la  fonction  avccotx  [voir  t.  IX,  p.  36). 

Euler  a  exposé  ces  formules  et  de  nombreuses  consé- 
"■(|uences  qui  en  découlent  dans  son  Calcul  dilierenticl. 
jyars  posierior,  §§91,  92  ,  93. 

Forme  quadratique  x-  —  aj^  [voiri.  IX,  3o5). 

Je  trouve  ce  qui  suit  dans  un  Mémoire  de  Lagrange  , 
du  20  septembre  1768  [Mélanges  de  Turin,  tome  I\  , 
page  93)  : 

«  En  général,  si  R  est  exprimé  par  A"'B"C'D'.  .  . , 
A,  B,  C,  D,  etc.,  étant  des  nombres  de  la  forme  de 
P^  —  «Q",  mais  qui  ne  soient  qu'une  seule  fois  de  cette 
forme-,  le  nombre  R  sera  (comme  je  l'ai  démontré  ailleurs) 
de  la  même  forme  autant  de  fois,  ni  pius  ni  moins,  qu'il 
y  a  d'unités  dans  la  moitié  de  ce  nombre 

(to  +  i)(«  +  i)  (r  H-  I  )(*-+-  i)..  ., 

s'il  est  pair,  ou  dans  la  moitié  de  ce  même  nombre 
augmenté  de  l'unité,  s'il  est  impair.  » 

Je  ne  connais  pas  le  précédent  travail  de  Lagrange , 
auquel  il  fait  allusion  ici ,  mais  je  vois  c[ue  la  même  pro- 
position est  démonti'ée  dans  la  Théorie  des  nomhrcs,  de 
Legendre,  première  édition,  n°  236. 

Cette  formule  comprend  celles  de  M,  ^'olpicelli  et  de 
M.  Gauss.  On  doit  seulement  remarquer  qu'elle  ne  ser- 
vira point,  pour, toutes  les  valeurs  de  a,  à  trouver  le 
nombre  de  solutions  de  l'équation 

.r'  —  rtj^  =  n  ; 


(4«) 

car  il  peut  arriver  (|U(;  n  soit  de  Ja  forme  .r* —  //■)*,  et 
(lu  aucun  de  ses  diviseurs  ue  comporte  la  même  forme. 
11  faudra,  de  plus,  que  le  nombre  a  soit  négatif,  san*; 
quoi  il  y  aurait  une  infinité  de  solutions. 

Tlu'oième  sur  les  trcinsuersales  [voir  l.  X,  p.  102). 

Ce  théorème,  qu'on  attribue  à  Jean  Bcrnoulli ,  est  dé- 
montré dans  un  ouvrage  de  Jean  Ccva,  De  lineis  redis  se 
itivicem  secanfibus,  Milan,  1678.  {J^.  Chasles,  y/^err» 
historique,  Note  VII,  p.  294-295.) 


SOLITION  DE  LA  QIESTION  246 

>voir  t.  X,  p.  ï.-iS)  ; 

Par  m.   Casimir  REY, 

Élève  on  mathénialiqiics  siipérieiiros  au  lya-p  Louis-lo-drainl. 

Résoudre  l'équation 

( I  )  m"  —  6  «'  -\-  fiiû  +  9 "'■  —  3  fl«  -f-  /=  o. 

Cette  équation  peut  s'écrire 

(  m"  —  6  «*  -h  C)U^)->r  aii^  —  3  ««  -f- /  =  o , 
ou 

[u  («=  -  3)]'  +  a  [u{u-  ~  3)]  H-/=  o. 

Posons 
( 2  )  tt  [a-  —  3 )  =:  z , 

l'équation  proposée  devient 

équation  qui  donne  z  par  une  équation  quadratique,  et 
ensuite  on  trouve  u  par  une  équation  cubique. 

ISoic.  Celle  question  esl  résolue  de  la  uiéino  manière  par  M.  E.  Dewnlf, 
adnii''  il  riùole  PuU  Iccliniijiii'. 
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DÉMONSTRATION  DU  TIIÉOUÈME  DONNÉ  AU  CONCOIRS  DE 
MATUÉMATIQIES  ÉLÉMENTAIRES  EN  18^0 

(voir  t.  VIII,  p.  313,  369  et  iOl  )  ; 

Par  m.   a.  NÉ VROUZI AN  f  Arménien). 


Étant  donné  un  quadrilatère  ABCD;  si  une  trans- 
versale rencontre  les  deux  côtés  opposés  AB,  CD,  en 
deux  points  a,  a' \  les  deux  autres  côtés  AD,  BC,  en 
h  et  y ,  et  les  deux  diagonales  AC ,  BD ,  en  c  et  c'  -^  les 
circonférences  de  cercle  décrites  sur  les  trois  seginenls 
aa\  bb\  cc\  comme  diamètres,  se  couperont,  deux  à 
deux,   dans  les  mêmes  points. 


démonstration.  Soit  I  un  des  points  d'intersection 
des  deux  circonférences  décrites  sur  les  segments  aa'  et 
bh'\,  nous  allons  démontrer  que  l'angle  c\c'  est  droit; 
d'où  l'on  conclura  que  la  circonférence  décrite  sur  cc\ 
comme  diamètre,  passe  par  le  point  I. 

Que ,  par  le  point  d'intersection  p  des  deux  diagonales 

Ann.  de  Malhémat. ,   t.  XI.  (Février  i8j2.)  4 


(  5c.  ) 
(m  nièiK;  la  dioilr /;(  )  paiallMc  aux  couis  AI),  !>(',,  cl  la 
(Iroilc  />0'  paraîli'lc  aux  deux  cùlcs  AI),  DC 

I.c  liiaiiiïle  c  AI> ,  roupé  par  pO  parallèle  à  la  base  AA 
(loime 


cl  le  11 


I)ou( 


Or  O'  est  le  milieu  du  segment  (ta',  cl  I  ou  a 
O'a  =  0'l, 


Oh 

çTc 

pc  ' 

r  \  a  , 

coupé 

par  /'()', 

(lonii 

l,c 

O'a 
~  O'c' 

0/;_ 

O'a 

Or 

0^ 

Oc~ 

Oc 

on        

Or 

~  O'n 

et ,  parcilleineut 
donc 


Ob  =  01; 
Oc  _  01 


Celte  équation  prouve  que  la  droite  le-  est  la  bissectrice 
de  rangle  OIO'. 

Or,  ce  qui  se  trouve  démontré  à  l'égard  du  point  c  ap- 
partenant à  la  diagonale  AC ,  s'applicpie  au  point  c  de 
l'autre  diagonale  lîD,  c'est-à-dire  que  la  droite  le' divise 
vn  deux  également  le  supplément  de  l'angle  OIO'.  Donc 
les  deux  droites  If,  le'  sont  rectangulaires.  Ce  qu'il 
fallait  démontrer.  Donc,  etc. 

Généralisation  fin  lliéorcnie.  La  démonstration  précé- 
dente pexil  être  appliquée,  par  une  généralisation  coiivc- 
nahlc,  au  cas  d'un  quadrilatère  quelconque. 

Soit  I  un  des  points  (rinterseclion  des  circonfércuce> 


(  5i  ) 

décrites  sur  les  deux  segments  aa'  ^  hh\  comme  diamètres  \ 
je  vais  faire  voir  qur  Taugle  c\c'  est  droit. 


Soient  772,  77,  /;  les  points  de  rencontre  des  côte's  op- 
posés (AB,  DC),  (HC,  AD)  et  des  deux  diagonales 
(AC,  BD);  et  soient  O,  O',  O"  les  points  où  les  trois 
droites  iip  ^  mp  et  mn  rencontrent  la  transversale  LU. 

Le  segment  aa'  est  divisé  harmoniquement  aux  points 
O',  O",  parce  que  les  quatre  droites  A  777,  pin  ^  Dm  et 
///77  forment  un  faisceau  harmonique.  Il  s'ensuit  que  l'on 
a,  dans  le  cercle  a\a', 

0'I_  O'a 

On  a  de  même,  à  l'égai^d  du  segment  bb\ 
O"  I _  0"o 
OT  ~  ÔT  ■ 

4. 


(  5.  ) 

-Mullipliaul  mcml 

ne  à  nicml>i'p,  on  uhlicnt 

(0 

O'I        0'«     0"h 

or  ~  O'rt     Ob 

Or  on  a 

i^) 

O'a     0"b     Oc 

O'a     Ob     O'c  ~  '' 

car  les  trois  triangles  a  Ai,  h  kc  et  cAr?,  coujx'S  respec- 
tivement par  les  transversales  m« ,  np  et  ptn ,  donnent 
lien  anx  trois  équations 

ma     n  A    0"b 
m  A     nb     0"a 

m  A     pc     O'a 

rua     p  A     O' c  ' 

nb     pA    Oc    

n  A     pc     O  b 

qui,  multipliées  membre  à  membre,  donnent  celte 
équation   (2). 

De  celle-ci  et  de  l'équation  (i),  on  conclut 

0'I_  O'c 
'ôr~  Oc' 

Cette  équation  prouve  que  la  droite  le  est  la  bissectrice 
de  l'angle  010'.  Donc,  puisque  les  deux  points  c,  c' 
divisent  liarraoniquement  le  segment  00',  la  droite  le' 
est  la  bissectrice  du  supplément  de  l'angle  010'^  donc  les 
deux  droites  le,  le'  sont  rectangulaires,  et,  par  consé- 
quent, le  point  I  est  sur  la  circonférence  décrite  sur  c'c 
comme  diamètre.  C.   Q.  F.   P. 
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DIVISION  ORDOKKËË  DE  FOIIRIER; 

Par  m.   VERNIER, 

Professeur  de  Mathématiques  supérieures  au  lycée  Naiioléon 


1.  Soit  proposé  de  diviser  le  nombre  entier 

34567891 2345678g 
l>ar  87654321,  (Exemple  1,  page  Sg.) 

En  séparant  sur  la  gauche  du  dividende  un  nombie  ca- 
pable de  contenir  le  diviseur,  on  voit  que  le  quotient 
aura  huit  chiffres  à  la  partie  entière. 

Nous  appellerons  diviseur  désigné  le  nombre  entier 
formé  par  quelques-uns  des  premiers  chiilVes  placés  à 
gauche  dans  le  diviseur.  Nous  appellerons  aussi  ordre 
d'un  chiffre  ou  d'un  nombre  de  plusieurs  chiffres ,  le 
degré  de  la  puissance  de  10  que  chaque  unité  de  ce  chiffre 
ou  de  ce  nombre  représente. 

Ainsi ,  dans  l'exemple  1 ,  comme  le  quotient  aura 
•huit  chiffi^es ,  nous  dirons  que  son  premier  chiffre  est 
d'ordre  7,  son  second  d'ordre  6,  etc.  Si,  de  plus,  dans 
le  diviseur  87654321  ,  nous  prenons  pour  diviseur  dé- 
signé le  nombre  876  formé  par  les  trois  premiers  chiffres 
placés  à  gauche,  nous  dirons  que  le  diviseur  désigné  est 
d'ordre  5  ,  et  nous  regarderons  le  diviseur  total  87654321 
comme  composé  de  six  parties  d'ordre  décroissant,  de- 
puis le  cinquième  ordre  jusqu'à  l'ordre  o,  qui  est  celui 
des  unités  simples ,  à  savoir  :  de  876  unités  du  cinquième 
ordre,  de  5  unités  du  quatrième,  de  4  fin  tioisième,  de 
3  du  deuxième,  de  2  du  premier,  et  de  i  unité  simple  ou 
d'ordre  o. 
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2.  Nous  eii\isagcioiis  le  dividende  coinuie  la  soninie 
de  tous  les  produits  deux  à  deux  des  parties  d'ordres  dilVé- 
rents  dont  se  compose  le  diviseur,  par  eliacun  des  cliilTres 
du  quotient;  et,  puisque  le  quotient  aura  huit  cliilîVes, 
dont  le  premier  sera  d'ordi'e  7,  et  que  le  diviseur  est  re- 
gardé comme  la  sommie  de  six  parties  d'ordre  décroissant 
à  partir  du  cinquième  ordre,  le  dividende  est  la  somme 
de  quaraute-liuil  produits  deux  à  deux  d'ordre  décroissant 
depuis  12  jusqu'à  o. 

3.  La  mélliode  de  Fourier  consiste  à  déduire  succes- 
sivement tous  les  chillres  du  quotient,  en  commençant 
par  ceux  de  l'ordre  le  plus  élevé,  d'une  série  de  dividendes 
partiels,  dont  voici  la  composition  :  Le  premier  contient 
le  plus  élevé  des  quaranle-liuît  produits  partiels  énuméi'és 
au  n°  2,  c'est-à-dire  le  produit  d'ordre  12  venant  de  la 
multiplication  du  diviseur  désigné  876,  d'ordre  5,  par 
le  prcmii'r  cliillre  du  quotient,  qui  est  d'ordre  7.  Ce 
premier  dividende  partiel ,  d'ordre  1 2 ,  renfermera ,  en 
(jutre,  les  unités  d'ordre  12  insultant  de  l'addition  des 
(juarante-sept  produits  restants,  dont  Tordre  est  inférieur 
ù  12. 

Le  second  dividende  sera  dit  dividende  partiel  d'or- 
dre 1 1 ,  parce  qu'il  contiendra  le  produit  d'ordre  1 1  du 
diviseur  désigné  876',  d'ordre  5  ,  pat  le  second  chiilVe  du 
(|Uotie)it,  qui  est  d'ordre  6-,  et  il  renfermera,  en  outix", 
les  unités  d'ordre  1 1  résultant  de  l'addition  de  ceux  des 
(juarante-liuit  produits  partiels  désignés  au  n"  2,  dont 
l'oi'dre  sera  moindre  que  11. 

Le  troisième  dividende  partiel  sera  d'ordre  jopl  con- 
tiendra le  produit  d'ordre  10  du  (li\iseur  désigné  876,  par 
le  troisième  cliillVe  du  quotient,  qui  est  d'ordre  5,  et  il 
renfermera,  en  outre,  les  unités  d'ordre  lo  résultant  de 
l  addition  de  ceux  des  (piarante  huit  produits  conqîosanl 
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le  dividende  lolai ,  (jui  seront  d'un  oïdie  inférieur  à  lo. 

Le  quatrième  dividende  partiel,  d'ordre  9,  se  compo- 
sera pareillement  avec  le  quatrième  chiffre  du  quotient, 
le  cinquième  avec  le  cinquième  chilïre  du  quotient,  et 
ainsi  de  suite. 

4.  Il  nous  reste  à  expliquer  comment  on  obtient  cha- 
cun de  ces  dividendes  partiels  successifs,  et  comment  on 
déduit  de  chacun  d'euK  un  chiffre  du  quotient. 

Ou  obtient  le  premier  dividende  partiel  d'ordre  12  ,  en 
séparant  douze  chiffres  sur  la  gauche  du  dividende,  ce 
qui  donne  le  nombre  3456.  Puisque  ces  3456  unités 
d'ordre  12  contiennent  le  produit  du  diviseur  désigné 
Sy6  [voyez  n^  3)  par  le  premier  chiffre  du  quotient,  on 
aura  ce  premier  chilfre  ou  un  chiffre  trop  fort ,  en  divisant 
3456  par  876.  Cette  division  donne  3  pour  quotient  et 
828  pour  reste.  Or,  de  ce  que  le  reste  828  surpasse  le 
premier  chiffre  3  du  cpiolient,  on  conclut  que  le  chiffre  3 
n'est  pas  trop  fort.  En  effet,  si  nous  supposons  que  le 
(juotient  ne  renferme  que  ces  trois  unités  d'ordre  7,  et 
soit  3o  000  000  ,  et  si  nous  mirltiplions  par  ce  qirotieat  le 
diviseur  total  87654321  ,  le  produit  se  composera  de  trois 
fois  876  unités  d'ordre  12,  plus  du  produit  de  54321  par 
3 ,  lequel  sera  moindre  que  trois  fois  une  unité  d'ordre  1  2, 
tandis  que  le  dividende  contient  trois  fois  8"6  unités 
d'ordre  12,  plus  828  unités  d'ordre  12. 

A  la  droite  du  ix^ste  B28  j'abaisse  le  chiffre  7 ,  d'ordi  e  i  x , 
au  dividende;  ce  qui  donne  8287  unités  d'ordre  n. 

Ce  nombre  n'est  pas  encore  le  deuxième  dividende  par- 
tiel d'ordre  II,  dont  nous  avons  indiqué  la  composition 
au  n^'  3.  Comme  ce  dernier  ire  doit  contenir  d'autre  pro- 
duit d'ordre  11  que  celui  du  diviseur  désigné  par  le  se- 
cond chiffre  du  quotient,  je  diminue  8287  de  i5  unités 
d'ordre    11,   venant   de  la   multiplication    des   3   unités 


(  56  ) 
d'oidrc  7  placées  au  (|uolieiit,  par  les  5  unités  d'ordre  4 
du  diviseur  8-Gj432i  ,  et  c'est  le  reste  8272  qui  est  le 
deuxième  dividende  partiel  d'ordre  11. 

En  le  divisant  par  87C,  on  aura  le  second  chillVe  du 
(|uolient  ou  un  chillVe  trop  fort.  Cette  division  donne  9 
pour  quotient  et  388  pour  reste.  Or,  de  ce  que  ce  reste 
388  surpasse  la  somme  des  deux  premiers  chiffres  3  et  9 , 
poséà  au  quotient,  on  conclut  que  le  chiffre  9  n'est  pas 
trop  fort  5  car,  si  nous  supposons  que  le  quotient  ne  ren- 
ferme que  ces  9  unités  d'ordre  6,  et  soit  39000000,  et 
si  nous    multiplions   par    ce  quotient  le  diviseur  total 

8j65432i  ,  en  réduisant  cette  multiplication  à  la  forma- 
tion du  produit  d'ordre  1 1  du  diviseur  désigné ,  par  9  ,  et 
des  produits  d'ordre  inférieur  à  11  [voyez  n"i2),  nous 
trouverons  seulement  neuf  fois  8j6  unités  d'ordre  11, 
plus  un  nombre  moindre  que  9  unités  d'ordre  11,  venant 
de  la  multiplication  de  5432 c  par  9,  plus  encore  un 
nombre  moindre  que  3  unités  d'ordre  11,  venant  de  la 
multiplication  de  432i  par  3,  tandis  que  le  deuxième 
dividende  partiel  8272  d'ordre  11  contient  neuf  fois  87G, 
plus  388  unités  d'ordre  ir. 

A  la  droite  du  reste  388,  j'abaisse  le  chiOre  8  d'or- 
dre 10  au  dividende.  Le  nombre  3888  ainsi  formé  n'est 
pas  encore  le  troisième  dividende  partiel  d'ordre  10,  in- 
diqué au  n*'  3.  Comme  ce  dernier  ne  doit  contenir  d'autre 
produit  d'ordre  10  que  celui  du  diviseur  désigné  par 
le  troisième  chillre  du  quotient,  je  diminue  3888  de 
9X5  +  3x4  «'i  fie  57  unités  d'ordre  10,  venant  de 
la  multiplication  des  5  unités  d'ordre  4  du  diviseur 
87654321  ,  par  les  9  unités  d'ordre  6  du  quotient,  et  de 
«:elle  des  4  unités  d'ordre  3  du  diviseur  par  les  3  unités 
d'ordre  7  du  quotient,  et  le  reste  383 1  de  cette  soustrac- 
tion sera  le  troisième  dividende  partiel  d'ordre  10. 
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5.  Sans  aller  plus  loin,  on  voit  que  la  division  par  le 
diviseur  désigné,  de  chacun  des  dividendes  partiels  suc- 
cessifs, fournira  un  cliiffre  exact  du  quotient,  toutes  les 
fois  que,  multipliant  le  diviseur  désigné  par  ce  chiffre  et 
retranchant  le  produit  du  dividende  partiel,  on  aura  un 
reste  plus  gi-and  que  la  somme  des  chiffres  posés  au  quo- 
tient ou  égal  à  cette  somme,  dans  laquelle  il  faut  com- 
prendre le  chiffre  qui  a  fourni  ce  reste. 

On  voit  maintenant  pourquoi  nous  avons  pris  un  divi- 
seur désigné  876  de  trois  chiffres,  au  lieu  de  prendre 
simplement  les  deux  premiers  chiffres  du  diviseur 
87654321,  ou  même  seulement  le  pi^emier^  c'était  afin 
qu'en  divisant  chaque  dividende  partiel  par  le  diviseur 
désigné,  nous  eussions  une  plus  forte  chance  d  obtenir 
un  reste  plus  grand  que  la  somme  des  chiffres  du  quotient, 

6.  Quant  à  la  manière  de  former  les  dividendes  partiels 
successifs,  on  voit  aussi  qu'en  général,  quand  un  divi- 
dende partiel  a  fourni  un  chiffre  exact  du  quotient ,  et 
quand  on  a  retranché  de  ce  dividende  partiel  le  produit 
du  diviseur  désigné  par  ce  chiffre  exact,  il  faut  abaisser  à 
la  suite  du  reste  im  chiffre  suivant  du  dividende,  et  re- 
trancher du  nombre  ainsi  formé  tous  les  produits  qu'on 
obtient  en  multipliant  le  dernier  chiffre  du  quotient, 
l'avant-dernier,  etc.,  en  allant  de  droite  à  gauche,  res- 
pectivement par  le  premier  des  chiffres  qui  viennent  dans 
le  diviseur  total  à  la  droite  du  diviseur  désigné,  par  le 
deuxième,  par  le  troisième,  par  le  quatrième,  etc. 

Ce  qui  revient  à  ce  paragraphe  de  la  règle  énoncée  par 
Fourier  :  a  Pour  trouver  la  correction  qu'on  doit  faire 
»  à  un  dividende  partiel,  c'est-à-dire  la  quantité  qu'on 
»  en  doit  retrancher,  on  écrit  sur  une  feuille  séparée  et 
»  dans  l'ordre  inverse,  les  m  chi lires  trouvés  au  quotient, 
»  on  les  présente  aux  m  chillrcs  pris  à  la  suite  du  divi- 
))   seur  désigné,  en  sorte  qu'ils  se  correspondent  chacun 
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»  à  cliacun ,  puis  on  i)uiltij)1ic  cliaciuc  chilTre  pai'  cchii 
»  qui  est  placé  au-ik'ssous  de  lui,  et,  en  ajoulanl  les  m 
))  produits,  ou  connaît  ce  qui  doit  être  relrauché  du  di- 
»  vidende  partiel.  »  [Analyse  des  Equations  (Iclcrnii- 
nées ,  page  i88;  i83i.) 

7,  Quand  on  a  retranché  d  un  dividende  partiel  le 
produit  d  un  diviseur  désigné  par  un  eliillre  posé  au 
quotient,  et  quand  le  reste  ne  dépasse  pas  ou  n  égale  pas 
la  somme  des  clii lires  déjà  posés  au  quotient,  on  nV-sl 
plus  sur  que  le  dernier  eliin're  posé  soi  t  exact  (voyez  n"^  5) . 
On  ne  sera  sûr  qu'il  est  trop  fort,  que  si  les  corrections 
indiquées  au  n**  6,  pour  obtenir  le  dividende  partiel  sui- 
vant, nô  peut  pas  s'clFectuer;  alors  on  diminuera  le  chillre 
posé  [voyez  l'exemple  2,  page  6o). 

8.  Mais  si  cette  correction  peut  être  faile,  on  ne  sait 
pas  encore  si  le  chillre  posé  est  trop  fort  ou  exact.  Alors, 
dit  Fourier,  «  on  abaissera  un  nouveau  chilliedu  divî- 
»  dende  à  la  droite  du  dividende  partiel  (jui  a  donné  ce 
»  chillie  incertain;  en  même  temps  on  marquera  un 
»  chillre  de  plus  à  la  suite  du  diviseur  désigné,  ce  qui 
»  donnera  un  nouveau  dividende  partiel  et  un  nouveau 
»  diviseur  désigné.  On  procédera  suivant  la  règle  énoncéi' 
))  à  la  correction  du  nouveau  dividende  partiel,  c\'st-à- 
))  diie  que  l'on  conq)urera  li's  //  chilîres  écrits  au  ([uotient 
»  à  un  pareil  nombre  //  de  chilîres  pris  à  la  suite  du  nou- 
»  veau  diviseur  désigné;  ayant  formé,  par  celle  correc- 
1)  lion,  le  nouveau  dividende  pailicl  corrigé,  on  couii- 
)»  miera  ra[)plication  de  la  présenle  règle.  »  [^/nn/ysf 
tics  E(jiniliotis  ilélerniinccs ,  page  iHc).) 
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SliCUAD    EXE.MPJ.K. 

Soit  à  diviser  le  noniLreenlier  345789123  par  i2Z/i56y. 


3455789123 
8  =2.4 

37 


1234567 


28. 

7 


4?. .—  2,5  +  4-8 


987 
1267 

38  =  2.5  +  4.7 
1 229 

Le  premier  Jivideude partiel  345  d  oidre  7,  correspoudanl 
au  diviseur  désigné  I23  d'ordre  3,  a  donné  le  premier 
ohiflre  2  du  quotient,  et  le  second  dividende  partiel 
d'ordre  6  est  987.  Divisant  987  par  i23,  on  trouve  que 
le  cliilVre8,  fourni  par  celle  division,  est  incertain,  et, 
comme  la  correction  qui  doit  donner  le  troisième  divi- 
dende partiel  d'ordre  5  ne  peut  pas  se  faire,  on  reconnaît 
(|ue  8  est  trop  fort.  On  essaye  7,  qui  est  exact  et  qui  con- 
duit au  troisième  dividende  1229  partiel  d'ordre  5  ,  etc. 


NOTE  SIR  VM  LIMITE  DES  RACINES  DES  EQUATIONS 
TROISIÈME  ET  Dl  QUATRIÈME  DEGRÉ; 

Par    1\1.     VANNSON, 

PiMilesbCur  à  Vcrsiiillfs. 


(^iiand  ou  apprupu;  le  calcul  des  dill'érences  à  une 
équation  du  troisième  degré,  et  r[u'ini  noml)re  a  rend 
positif  le  jjreniier  nieiubrc  de  l\'(|ualion  .   aiii.si   (|ue  les 
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différences   première    et    seconde    correspondantes ,    ce 
nombre  n  est  limite  supérieure  des  racines.  En  effet, 
soient    a  —  h   et  a  —  ih    les   nombres    précédemment 
substitués;  on  aura 

A,  =f[a  -  h  )  -f[a  —  ih)=  hj  'a  —  ^  h^f  a  +  7  ''' , 


et 


A',  =  /(«)  —fa  —  //)  =  hf'a  —  —f"a  +  h\ 


et ,  enfin , 

ii-i  =  ^\ —  ^1  =  lofa  —  6//'. 

Or,  par  hypothèse,  on  a 

A2  >  o; 
donc  on  a  aussi 

On  accorde  encore 

hf'a-^-fa  +  le^o, 
ou 

à  fortiori ,  on  a 

/'«>o. 

On  voit  donc  que  ce  nombre  a  rend  positives  la  fonction 
donnée  f{a)  et  ses  dérivées  successives;  donc  ce  nombre 
est  limite  supérieure  des  racines  positives.  La  même  re- 
marque et  la  même  démonstration  s'appliquent  au  qua- 
trième degré. 


(  (-'  ) 


LIEl  DES  POIMS  \)ï  REXCOXTRE  DES  TA\(iE\TES  COMMIMES 
V IXE  ELLIPSE  FIXE  ET  A IX  CERCLE  VARIABLE 

(  voir  I.  X,  p.  40S)  : 

Par     m.     breton     (de     Champ), 
lii(;('nie\ir  dos  Ponts  et  C.han  secs. 


1.  Lemine.    (x,  j),  {.r',  j'),  (^,   r,)   étant  les  coor- 
données respectives  de  trois  points,  si  l'on  a 


X  —  E       j"  —  T, 
x' —  E        y' —  V] 


les  trois  points  sont  en  ligne  droite. 
2.  Soit 


(,)  _+-^_,=zzO 


^1 
b 


réqnatiou  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  principaux. 
Transformons  cette  ellipse  lioniographiqueineiit  (  Nou- 
velles  ylnnahs ,  t.  II,  p.  4i6,  et  t.  V,  p.  497)  '  ^"  moyen 
des  deux  formules 


x'  —l 


(^) 


À  I  — h  '^^ —  0  -+- 1 


r'  —  Y) 


n  -r  — 

\P         7  / 


\  \P         7 


où  x' ,  y'  sont  les  nouvelles  coordonnées-,  on  suppose 
que  les  axes  restent  les  mêmes  :  ^ ,  yj ,  X  sont  trois  constantes 
arbitraires 5  p,  q  deux  constantes  données.  Avant  de  faire 
les  substitutions,  il  faut  remarquer  que  : 

i".  Les  deux  points  correspond.inis  (.r,   >),  [x\   >') 


{ «;^  ) 

et  1(;  point  (^,  y;)  sont  toujours  eu  ligne  droite ,  car 

X  —  Ç        r  —  •/) 


x'—l 


lenime); 


donc  le  point  (?,  v?)  est  un  centre  d'homologie  par  rap- 
port à  l'ellipse  donnée  et  sa  transformée,  et  ce  point  est 
le  point  de  rencontx'e  des  tangentes  communes,  réelles  ou 
imaginaires. 

">".  Toutes  les  transformées  passent  par  les  deux  points 
d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  de  l'ellipse  donnée 
avec  la  droite  donnée 

X  Y 

-  +-—  I  =  o; 
P        'l 

car,  pour  ces  deux  points  ,  on  a 

xr=zx',    y  =  y'. 

Substituant  les  valeurs  de  x,  j  dans  l'équation  (  i  ) ,  on 
trouve,  pour  équation  de  la  conique  transformée, 

kj'^  -\-  B^'j'-f-  Ca;'-^4-Dj'  +  F3'-hF  =  o, 


p"^  \à^    '    h-  j         a"- p        a' 

~/jrjl    \n'        ir-  j         à'  If- y 

-1 


ri'  \         pi 

1p~  ^ 


3.  Si  l'on  veut  que  la  transformée  devienne  un  cercle, 
il  faut  écrire  A  =  C   el  B  =  o-  éliminant  1  entre   ces 
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deux  ((inations  ,  on  ol)lii-nt ,  ivdiulions   (aitcs  , 


ù' I         \  a- 


n- 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théouème.  Etant  donnés  une  ellipse  et  un  cercle  va- 
riable, ayant  deux  points  fixes  [réels  ou  iniagiîiaires) 
en  commun  avec  V ellipse,  le  lieu  du  centre  dlioniologie 
est  une  hyperbole  confocale. 

Observation.  Si  le  rapport  -  est  constant,  on  a  tou- 

.     'I 
jours  la  même  hyperbole.  Ainsi,  le  lieu  géométrique  est 

le  même  pour  toutes  les  droites  de  même  direction  com- 
mîmes à  l'ellipse  et  au  cercle  variable,  résultat  trouvé 
d'une  autre  manière  [Nouvelles  A nn aies,  t.  X,  p.  4o8). 

Observatiqn.  Si  la  conique  donnée  est  une  hyperbole, 
le  lieu  géométrique  devient  une  ellipse  homofocale. 

Lorsque  la  conique  donnée  est  une  parabole,  Tanalyse 
précédente  est  encore  applicable,  mais  en  partant  de  l'é- 
quation ordinaire  de  la  parabole.  On  trouve  alors  que  le 
lieu  cherché  est  une  parabole  homofocale  égale  à  la  para- 
bole donnée  et  tournée  dans  un  sens  opposé. 

4.  Remarque.  La  mélhodedont  j'ai  l'ait  usage  ne  donne 
pas  tous  les  points  de  rencontre  des  tangentes  indistincte- 
ment. En  efl'et ,  elle  suppose  essentiellement  que  la  courbe 
proposée  et  sa  transformée  sont  lune  et  l'autre  dans  le 
même  angle  ou  dans  les  angles  opposés  des  tangentes  com- 
munes. Dans  le  cas  de  quatre  tangentes  réelles,  il  n'y  a 
que  deux  points  qui  satisfassent  à  cette  condition,  et  ce 
sont  ces  deux  points  qui  appartiennent  au  lieu  trouvé 
ci-dessus. 

Les  autres   points  d  intersection   sont  au   nombre  de 

(*)  Ilvfx'iliolp  Imniofocali'  h  lellipso  ilonnoo. 
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quatre,  et  il  est  toujours  possible  d'exprimer,  au  moyen 
du  paramètre  auxiliaire  1,  les  coordonnées  du  lieu  de 
chacun  de  ces  points.  Car,  à  chaque  valeur  de  1  correspon- 
dent, sur  l'hyperbole,  deux  points  S',  S",  dont  on  peut 
déterminer  les  coordonnées  ^',  y;',  ^",  /;",  et  si ,  de  cha- 
cun de  ces  points ,  on  mène  des  tangentes  T', ,  Tj ,  T" ,  T" 
à  l'ellipse ,  la  combinaison  des  équations  de  ces  tangentes , 
prises  deux  à  deux ,  savoir  :  T',  T;'  ,  T',  T^' ,  T;  T;'  ,  T',  T;  , 
donnera  les  coordonnées  des  nouveaux  points  cherchés 
en  fonction  de  1. 

Je  terminerai  par  faire  observer  que  la  même  méthode 
s'applique  à  des  courbes  d'un  ordi^e  quelconque. 

Noie.  1°.  La  méthode  est  d'une  extrême  fécondité;  à  toutes  les  relations 
qu'on  peut  établir  entre  X  ,  Ç  ,  vj,  correspondent  autant  de  théorèmes  sur 
les  centres  de  similitude.  Par  exemple,  posons  D  ^  E  =  o  ;  nous  obtien- 
drons ce  théorème  :  Etant  données  une  conique ^xe  et  une  conique  variable, 
ayant  deux  points  {réels  ou  imaginaires)  en  commun  avec  la  conique  Jîxe,  et 
ayant  le  même  centre ,  le  lieu  des  centres  de  similitude  est  un  diamètre  con- 
jugué à  la  corde  commune. 

2".  Soient y^=  o  ,  F=  o  les  équations  de  deux  coniques  ,  exprimées  en 
coordonnées  3:,jr;  et  p,  q,  r  trois  fonctions  entières  linéaires  en  x,',  y  ';  fai- 

sons  1=  -,  j'=  -,  el  substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  données, 
r  r 

nous  obtiendrons  deux  nouvelles  coniques  _/,  =  o ,  F,  =  o,  exprimées 
en  x',  y'  et  renfermant  neuf  constantes  arbitraires,  mais  qui  se  ré- 
duisent à  huit  rapports.  Pour  que  les  nouvelles  coniques  deviennent  des 
cercles,  il  faut  écrire  quatre  équations;  mais  trois  de  ces  équations  ne 
renfermant  pas  les  variables  x',y'  qui  entrent  dans  les  fonctions  p,  q ,  r, 
il  ne  reste  que  cinq  rapports  qui  se  réduisent  par  changements  à  quatre'; 
de  sorte  qu'on  a  quatre  équations  à  quatre  inconnues.  On  voit  donc  que, 
généralement  parlant,  on  peut  transformer  deux  coniques  en  deux  cercles; 
c'est  là  un  des  beaux  théorèmes  de  M.  Poncelet.  Les  coefficients  de  x',  y' 
dans/»,  q,  r  étant  les  seules  quantités  qui  soient  déterminées,  la  trans- 
formation peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières. 

3°.  La  belle  analyse  de  M.  Breton,  qui  résout  si  facilement  un  problème 
difficile,  est  une  millième  preuve  que,  pour  l'aljèbre  comme  pour  tout 
autre  instrument,  l'exécution  dépend  de  l'artiste,  et  lorsqu'un  problème 
semble  être  inaccessible  à  l'analyse ,  il  faut  se  rappeler  ce  mot  d'iùilor  : 
Non  tam  analysi  quam  analyslce  impulandum  est. 

Dans  un  autre  travail  ,  que  nous  donnerons  bientôt ,  M.  Breton  démontre 
Ànn     de  Mnlhêmnt.,  t.  XI.  (Février  l852.)  5 
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mic  le  llioori'Uie  ilc  t;ooniélric  est  un  corollaire  du  tlicorènie  suivant  ih 
M.  Sti'iuer  :  Les  sommets  des  cônes  di-oits  circonscrits  à  un  cllipso'idc  sont  sm 
une  hj  pcrholc. 


C«!\C01RS  OAGIlKliATlON  AUX  LACHES,  \mîî  ISi!) 

(voir  I.  X,  p.  UCl)  ; 

Par  m.   dieu, 

AgréfîO,  docteur  es  sciences. 


PnEMliiRE  Ql  ESTIOJN  .  EtUJtl  (loUTICCS  lltlO  SUrJo Cf  ,  (1 

par  chaque  point  fie  cette  surface  une  /Irait c  (pii  fait 
avec  les  axes  rectangulaires  des  coordonnées ,  des  an- 
iiles  dont  les  cosinus  sont  des  Jonctions  continues  des 
coordonnées  de  ce  point ,  trouver  la  condition  pour  (pi  il 
existe  une  surface  normale  à  toutes  ces  droites. 

Si  Ton  prend  sur  chacune  des  droites,  que  nous  dési- 
gnerons par  D,  à  partir  du  point  M  où  elle  perce  la  sur- 
face donnée  S,  et  du  même  côte,  une  longueur  INI  m  =  r 
qui  soit  une  fonction  continue  (pielconcpie  des  coordon- 
nées x,  X,  s  de  M,  le  lieu  géométrique  des  points  ///  sera 
une  surface  S'.  En  eflel ,  X,  Y,  Z  désignant  les  cosinus 
donnés  en  fonction  de  .r,  7,  z,  et  ^,  v) ,  ^  les  coordonnées 
de  /'/ ,  on  a 
(  I  )  H  —  ,r  =  /•  X  ,      y;  —  y  =  /Y ,      'Ç  —  z  =  rZ; 

et,  par  réliniination  de  x,  }  ,  z  entre  ces  trois  équations 
cl  celle  de  la  surface  S,  on  trouvera,  généralement,  inu" 
é(juation  en  ^,  yj,  ^,  qui  représentera  une  surface. 

Pour  (jue  celte  surface  S'  soit  normale  aux  droites  D, 
il  faut  et  il  sullit  que  les  valeurs  de  ^ ,  y; ,  ^ ,  en  :r,  j',  z  , 
déicrniinées  par  les  équations  (1)  et  par  celle  d(^  la  sur- 
face S  ,  satisfassent  à  l'équation 

.)  (?  ^   .T)rn-\-  [rt—  y)flr.   -^  {Z  -  z)  flC  =z  o. 


(  ^7  ) 
Or  les  équations  (i)  donnent 

r-^  —  (^  —  scy  -  (r,  —  yy  -  (^  -  zy  =  o, 

de  laquelle  on  tire,  en  différentiant, 

rdr—  (Ç  -a:){d^  —  dx)  -  [^  —  y)  [d-n  —  dy) 
-{■C,-z){d-C-dz)  =  o; 

cette  relation  se  réduit,  d'après  l'équation  (2),  à 

rdr  -\-  [^  —  x)dx  -|-  (  yj  —  J  )  ''(t  +  (  ?  —  z  )  r/z  =  o  ; 
et  l'on  a  ,  enfin , 
(3)  dr-^y^dx  +  Ydy  +  Zdz  =  o, 

parla  substitution  de  /X, .  . .  ,  à  |  —  x,  . . . ,  suppression 
faite  du  facteur  commun  r. 

Donc ,  pour  que  la  surface  S' soit  normale  aux  droites D, 
il  faut  que  r  satisfasse  à  l'équation  (3) ,  eu  égard  à  celle 
de  la  surface  S;  et  l'on  voit,  sans  difficulté ,  que  cette  con- 
dition est  suffisante,  en  remontant  de  l'équation  (3)  à 
l'équation  (2). 

Cela  étant  posé,  si  nous  considérons  maintenant  r 
comme  une  inconnue,  la  condition  demandée  consiste 
évidemment  en  ce  qu'on  puisse  trouver  une  valeur  de  r 
qui  satisfasse  à  l'équation  (3  ) ,  en  tenant  compte  de  celle 
de  la  surface  S;  et,  par  conséquent,  c'est  une  condition 
d'intégrabilité. 

Il  peut  se  présenter  deux  circonstances  différentes,  que 
nous  allons  examiner  successivement. 

Lorsque  l'équation  de  la  surface  est  soluble  par  rapport 
à  une  des  coordonnées,  z  par  exemple,  et  que  l'on  en  tire 

dz  =  p  dx  +  q  dy, 

p,  q  étant  des  fonctions  de  .r,  y;  l'équation  (3)  se  ra- 
mène à 

dr  +  ( X,  -i-  /.  Z,  )  r/x  4-  (  Y,  +  7  Z,  )  rfj  =  o , 

5. 
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X,,  y,,  Z^  étant  ce  que  deviennent  X,  Y,  Z  par  la  substi- 
tution à  z  de  sa  valeur  en  x,  y  ;  et,  pour  que  cette  der- 
nière équation  soit  intégrable,  il  faut  qu'on  ait 

D,(X, -+-/;Z,)  =  D.(Y, +  7Z,). 

Lorsque  l'équation  de  la  surface  S  n  est  soluble  par 
rapport  à  aucune  des  coordonnées,  on  aura  une  équation 
d'un  degré  supérieur  au  premier,  ou  même  transcendante 
par  rapport  à  dx  ^  rly^  dr,  en  éllminanl  z  et  dz  entre 
l'équation  (3),  celle  de  S  et  sa  difïérentielle  première.  Si 
l'équation  finale  est  transcendante,  ou  ne  lui  reconnaît 
aucun  sens;  si  elle  est  algébrique,  il  faut,  pour  qu'elle  en 
ait  un,  qu'elle  soit  déconiposable  en  équations  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  difiTérenticlles.  Et  cependant , 
quand  l'équation  finale  est  transcendante,  ou  (ju'elle  est 
algébrique,  d'un  degré  supérieur  au  premier  et  indécom- 
posable ,  il  peut  se  faire  qu'il  existe  une  surface  normale 
aux  droites  D  :  ainsi ,  par  exemple,  cela  sera  évidemment 
si  \dx-i-^dj  H-  Zidz  est  une  dilîérentielle  exacte,  quelle 
que  soit  d'ailleurs  la  surface  S. 

Ce  qu'il  faut  nécessairement,  comme  nous  l'avons  in- 
diqué d'abord,  pour  qu'il  y  ait  une  surface  normale  aux 
droites  D,  c'est  que  l'équation  (3)  soit  intégrable  eu 
égard  à  celle  de  S;  et,  par  conséquent,  que  le  produit  du 
produit  du  premier  membre  de  l'équation  (3)  par  une 
certaine  fonction  de  /',  .r,  y^  z  soit,  en  tenant  compte  de 
l'équation  de  S,  une  dinéreniielle  exacte.  Or,  cela  exige 
évidemment  que  le  trinôme  \dx -]-Y  dy -+-Xdz  satis- 
fasse de  la  même  manière  à  cette  condition;  mais  il  faut 
bien  qu'il  la  remplisse,  abstraction  faite  de  l'équation 
de  S,  lorsqu'elle  ne  peut  servir  à  chasser  z  et  dz  ^  ce  qui 
est  le  cas  dont  il  s'agit  maintenant.  Supposons  donc  que 
le  produit  du  trinôme  par  ii ,  qui  pourrait  contenir  r,  soif 
uiiedilVérenlielle  exacte  ,  et  représentons  l'intégrale  par  U, 
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de  sorte  que  1  équatiou  (3  )  revienne  à 

(  4  )  "  dr  H-  c/  U  =  o . 

On  a  alors  entre  x^y^  z,  U,  u  et  r,  deux  équations,  sa- 
voir :  l'intégrale  de  la  précédente  et  l'équation  de  la  sur- 
face S ,  et  ?/ ,  U  sont  des  fonctions  déterminées  de  x,  7,  z  \ 
par  conséquent ,  on  peut  considérer  x ,  y,  z  ,  U  comme  des 
fonctions  de  tz,  r  qui  resteraient  indépendantes  Tune  de 
l'autre.  En  posant,  d'après  cela, 

U  =  ^^(^,  «), 
d'où 

d\}  =  -1  dr  +  -^  du  , 
dr  du 


l'équation  (4)  devient 


d^\   ,        d-^ 

*  dr  -\-  — i  du  =^  o 


dr  )  du 

qui  ne  peut  subsister,  à  cause  de  liudépendance  de  a  ,  / , 
sans  que  l'on  n'ait  séparément 

d^     ■  d-L 

a  +  — -=o,       1-=*^- 

dr  du 

D'après  la  seconde  de  ces  équations,  U  ne  doit  dépendre 
que  de  r,  et,  d'après  la  première,  r  est  une  fonction  de  u-, 
donc  U  doit  être  une  fonction  de  u.  On  verra  aisément  si 
cette  condition  est  remplie,  après  avoir  calculé  u  et  Li 
d'après  le  trinôme  X  <7a: -J- Y  r/)'" -(- Z  <7z  5  car,  si  l'on  égale 
ces  fonctions  à  deux  lettres  a ,  /3  ,  puis  qu'on  élimine  deux 
des  coordonnées  a: ,  y,  z  entre  les  deux  équations  ainsi 
formées  et  l'équation  de  la  surface  S,  il  sera  nécessaire  et 
suffisant,  pour  cela,  que  l'équation  finale  ne  contienne 
pas  la  troisième  coordonnée,  mais  seulement  a  et]3. 

Enfin,  cette  dernière  condition  forme,  avec  celle  de 
1  intégrabilité  du  trinôme,  une  condition  complexe  évi- 
demment suffisante  pour  qu'il  y  ail  une  surface  normale 


(  7"  ) 
aux  droites  D^  car,  si  U  =  ^  (m)  ,  on  aura 

<f' {u).du 

dr  =  —  i— i , 

u 

de  sorte  que  /•  se  trouvera  par  une  simple  quadrature. 

La  discussion  précédente  s'applique  d'ailleurs  évidem- 
ment au  cas  particulier  que  nous  avons  d'abord  examiné  ; 
et,  par  conséquent,  la  réponse  à  la  question  proposée 
peut  être  généralement  formulée  ainsi  : 

Il  faut  et  il  suffit  que  le  trinôme  ILclx  -h^  df  -\-Zdz 
satisfasse  à  la  condition  connue  d' intégrabilité  des  diffé- 
rentielles à  trois  vaiibles,  et  que  le  facteur  propre  à  le 
rendre  intégrahle  soit,  en  vertu  de  V équation  de  la 
surface  donnée  S,  une  fonction  de  Vintégrale. 

S'il  existe  une  surface  normale  aux  droites  D,  iï  y  en 
a  une  infinité  qui  sont  deux  à  deux  équidistantes ,  puisque 
la  valeur  de  r  est  de  la  fonne 

r  =  const.  H-  F  (^  ,  j-,  z). 

Enfin,  il  résulte  de  celte  analyse,  qu'un  trinôme 
X^/x  -]r^dy-\-7jdz  étant  donné  ,  s'il  y  a ,  pour  une  cer- 
taine surface,  un  système  de  droites  menées  par  tous  ses 
points,  et  faisant  avec  les  axes  des  coordonnées  rectangu- 
laires des  angles  dont  les  cosinus  soient  les  rapports  de  X , 
Y,  Z  à  vX*H-Y*H-Z^,  qui  puissent  être  coupées  norma- 
lement par  une  autre  surface,  ce  trinôme  satisfexa  à  la 
condition  d'intégrahilité  (*). 

Exemples  auxquels  les  méthodes  indiquées  pour  trou- 
ver r  s'appliquent,  i".  Les  cosinus  sont  proportionnels  à 
j',  X,  2 z,  et  la  surface  S  est  l'iiyperboloïde  à  une  nappe 


(  *  )  Ce  lla-urt-inu  «liircri-  Av  celui  de  M.  Caiicliv  sur  le  iiiénie  suiel 


(  7'   ) 
lepiésoiik'e  pax'  l'c'([ualioii 

x"-  -\-  r ■  -f-  3  z-  —  xy  =  o . 

2''.  Les  cosinus  sont  proportionnels  à  jl°,^',  z-,  et  la 
surface  S  est  représentée  par  l'équation 

x^  -{-y^  ■+-  z^ 

,  =.  =  a. 

Sjx^  +  r'  -\-  2' 

Les  deux  méthodes  peuvent  être  employées  pour  le 
{)iemier  de  ces  exemples;  mais  la  seconde  méliiode  seu- 
lement s'applique  au  second. 

Detjxiè;îvie  qtjEstiojv.  —  Un  sjsièine  de  rayons  lumi- 
neux fiorniaux  à  une  niénie  surface,  se  rèflccliissent  sur 
une  surface  donnée.  Démontrer  que  les  rayons  réfléchis 
sont  aussi  normaux  à  une  même  surface  (*), 

Ces  derniers  rayons  sont  ceux  dont  la  réflexion  est  1  é- 
gulière. 

Soient  ; 

IM  un  point  de  la  surface  réflécliissanle ,  et  MN  la  nor- 
male en  ce  point; 

MI  et  MR  un  rayon  incidcjit  en  M  et  le  rayon  réfléclii 
correspondant; 

(a,  |3,  y),  (a',  (i',  y'),  et  (X,  ;/,  v)  les  angles  qui  déter- 
minent la  direction  de  MI,  MR  et  MN,  par  rapport  à 
trois  axes  rectangulaires  Ox^  ^ft  Oz\  enfin,  o)  les 
angles  égaux  IMN  et  RMN. 

Si  l'on  mène  à  Ox ,  dans  le  sens  de  cet  axe ,  la  pax-allèle 
MA,  que  l'on  décrive  une  sphère  de  M  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à  l'unité  de  longueur,  et  qu'on  joigne 
deux  à  deux  par  des  arcs  de  grand  cercle  les  points  A  ,  I , 
R,  N,  où  cette  sphère  coupe  MA,  MI,  MR,  MN,  on  a 
un  triangle  sphériquc;  dont  la  médiane  AN  et  les  côtés 


(  '  )  Théorème  de  Malus,  gcnér;ilisc  par  M.  Hoitrand. 


(  :-  ) 

sont  icpiéseiités  par  /  ,  «  ,  a',  .>  oj ,  ci  ce  liiangle  donne 

rOS  a  '  =:  2  COS  ).  .  ("OS  w  —  cos  a  , 

par  le  théorème  sur  les  médianes  des  triangles  sphériques 
analogue  au  théorème  sur  les  médianes  des  triangles  rce- 
lilignes  (*). 

On  a,  de  la  même  manière, 

cos  p  '  =  2  cos  u .  COS  w  —  cos  p  , 

cos  7  '  =:  2  cos  V .  cos  0)  —  COS  '/ . 

Soient  encore  : 

X .,  y^  z  les  coordonn<k'S  de  M  ; 

Et  j:  H-  dx ,  y-^^Ji  ^  +  ^^^  celles  d'un  point  infini- 
ment voisin  de  M  sur  la  surface  réfléchissante. 
D'après  l'équation  connue 

cos  y. .  clv  -\-  cos  jjt .  (Ir  -h  cos  -j .  dz  =z  o  , 
et  d'après  celles  qui  précèdent,  on  a  l'équation 
cos  y.' .  dx  -\~  cos  p'.  dy  -h  cos  7'.  dz 


^  I  =z  —  ( cos  cL.dx  +  cos  ^  .  dy  H-  cos 7  . <^/3  ) , 

de  laquelle  se  déduit  immédiatement  la  démonstration  du 
théorème. 

En  elFet,  les  rayons  (MI)  étant  normaux  à  une  même 
surface,  le  trinôme  cos  a. <lx  -{-  qos[j  .dy  -'r  cosy  .dz  ^  dans 
lequel  les  cosinus  peuvent  être  considérés  comme  des 
fonctions  de  j:,  ^',  z  ,  remplit  les  conditions  voulues  pour 
qu'il  y  ait  une  surface  normale  à  ces  rayons  ^  donc,  d  après 
l'équation  (i),  le  trinôme  co?>a' .dx-\-cosÇj  dy-\-cosy' .dz^ 
dans  lequel  les  cosinus  sont  de  même  des  fonctions  de  a:, 
j',  z,  remplit  aussi  ces  conditions,  et  il  existe,  par  con- 
SL'quent.  une  surface  normale  aux  rayons  (AIR) ,  quelle 
que  soit  la  surface  rélléchissanle. 


('  )  •  La  somme  des  cosinus  de  deux  côtés  d'un  trian(;le  sphérique  est 
égale  à  deux  fois  le  proiluit  du  cosinus  de  la  moitié  dti  troisième  côté  |>ar 
celui  de  l'arc  qui  joint  le  milieu  de  ce  côte  au  sommet  oj>|H>sé.  « 
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1.  Les  propriétés  des  fonctions  analytiques  sont  inti- 
mement liées  aux  valeurs  qui  annulent  ces  fonctions,  et  à 
celles  qui  les  rendent  infinies,  c'est-à-dire  à  leurs  racines, 
et  à  ce  qu'on  peut,   avec  M.   Liouville,    appeler   leurs 
infinis.  Lorsque  a  est  un  infini   de  la  fonction  f[z). 
d'ailleurs  bien  déterminée,  f  [z)  est  développable  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  z  —  a,  à  partir  d'une 
puissance   négative   dont  l'exposant  est  marqué  par  le 
degré   de  multiplicité   de   l'infini    considéré.    Parmi  les 
coefficients  de  ce  développement,  celui  de  [z  —  a)~*,qiie 
Ton   nomme  résidu  -àe  J  [z)  relatif  à  l'infini  a,  mérite 
une  attention  particulière,   comme  étant  très-propre  à 
caractériser  la  marclie  de  la  fonction  dans  le  voisinage 
de  la  valeur  a.  M.  Cauchy  a  le  premier  signalé  l'impor- 
tance des  résidus,  et   fondé   sur  le   rôle    qu'ils   jouent 
dans  la  théorie  des  fonctions,  une  nouvelle  branche  de 
calcul,   susceptible  d'applications  extrêmement  variées. 
M.  Cauchy  a  donné  à  ce  calcul  toute  l'étendue  possible, 
en  considérant  non-seulement  des  fonctions  imaginaires, 
mais  encore  des  variables  imaginaires.  Au  premier  abord. 


\  J  ■•  ' 
une  si  grande  général ilr  peut  semLltr  un  embarras,  ei 
Ton  serait  tenlé  de  regarder  comme  stériles  les  elVorls 
employés  à  combiner  de  purs  symboles  sans  application 
immédiate.  Il  n'en  est  rien  :  la  principale  utilité  des 
imaginaires  consiste  à  rétablir  la  continuité  là  où  elle  a 
disparu.  Par  leur  moyen ,  les  principes  se  réduisent  au 
plus  petit  nombre  possible,  en  même  temps  que  leurs 
conséquences  se  multiplient  et  se  concentrent  dans  des 
formules  d'une  fécondité  prodigieuse.  Considérée  dans 
son  origine  et  dans  ses  développements,  la  théorie  des 
résidus  présente  donc  tous  les  caractères  d'une  science 
bien  faite. 

La  première  thèse  de  M.  Frontera,  la  seule  que  nous 
ayons  à  analyser,  se  rapporte  à  cette  magniiique  création 
de  notre  illustre  analyste. 

2.  Dans  le  §  I*"  (3-4),  1  auteur  expose  le  l)nt  de  son 
travail,  et  indique  ce  qu'il  y  considère  comme  nouveau. 

3.  Le  §  II  (4-6)  est  consacré  aux  définitions  et  aux 
notations  du  calcul  des  résidus. 

4.  Dans  le  §  III  (7-12),  l'auteur,  après  avoir  défini  ce 
qu'on  doit  entendre  par  une  intégrale  prise  le  long  d'un 
contour,  aborde  la  proposition  fondamentale  résumée 
dans  la  formule  suivante  : 

y(z)  étant  une  fonction  bien  déterminée  d'une  va- 
riable z  de  la  forme 

f  (-^j  j)  +  i^  [^,ï)\ 

r,  un  contour  fermé  ne  passant  pai'  aucun  inliui  d<'  la 
fonction,  mais  pouvant  en  comprendre  un  certain  nombre 
dans  son  intérieur; 

ds ^   un  élément  de  ce  contour; 

H,  le  résidu  relatif  à  un  infini  ((7,  /;)  situé  dans  l'iu- 
lérieur  du  contour; 

9.A,    la  dilléicnce  entre   le    nombre  des  \arialions  des- 
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cendantcs  et  ascendantes  du  rapport  ; 

?  (•^.  j)  —  <?(«.  ^O' 

pour  toute  l'étendue  du  contour  parcouru  dans  le  sens 
direct  de  rotation-, 


I 


'/{')ps. 


Tintégrale  définie  prise  le  long  du  contour  :  on  a 

formule  OÙ  le  signe  ^  se  rapporte  à  tous  les  infinis  situés 

dans  Fintérieur  du  contour. 

La  démonstration  noiiuelle  que  M.  Frontera  donne  de 
cette  formule  remarquable  est  très- simple.  11  considère 
d'abord  le  cas  où  il  n'y  a  dans  le  contour  aucun  infini  de 
la  fonction;  il  suppose  ensuite  que  le  contour  se  rétrécisse 
d'une  manière  continue,  suivant  une  certaine  loi,  qui 
rend  l'are  s  fonction  d'une  nouvelle  vaiùable  indépen- 
dante t.  La  différentiation  sous  le  signe,  et  cette  simple 
remarque  que  la  fonction  étant  bien  déterminée  reprend 
sa  valeur  quand  on  revient  au  point  de  départ,  suffisent 
pour  démontrer  que  l'intégrale  est  indépendante  du  con- 
tour considéré.  D'ailleurs  cette  intégrale  est  évidemment 
nulle  lorsque  le  contour  se  réduit  à  un  point  :  elle  est 
donc  toujours  nulle,  tant  qu'on  n'a  atteint  aucun  point 
pour  lequel  la  fonction  devienne  infinie. 

Ce  premier  cas  établi ,  on  suppose  que  le  contour  ren- 
ferme un  point  racine  z,.  La  fonction  étant  développée 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  z  —  Zi ,  l'intégrale 
proposée  s(;  ]>arlage  en  plusieurs  autres  (jui  s'annulent 
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loulcs,  à  rcxceplion  d  une  seule  dont  on  iruine  faiilemeni 
la  valeur. 

5.  La  manière  dont  M.  Frontcra  considère  la  propo- 
sition fondamentale  présente  une  iiniovation.  Au  lieu  do 
faire,  avec  INI.  Cauchy, 

z  ■=  .V  -+-  i  y  , 
il  pos(î 

A  la  vérité,  le  théorème  n'acquiert  pas  plus  de  généralité, 
puisqu'on  obtiendrait  la  même  intégrale  en  posant 
z  =z  X  -r  i  y, 

et  en  suivant  un  coiilour  di lièrent  du  premier;  mais  on 
al  avantage  de  pouvoir  déduire  du  même  contour  une 
infinité  de  lésullats  en  modifiant  les  fondions  c^  et  '.|». 

(5.  Dans  le  §  IV  (i3-ij),  M.  Frontcra  examine  avec 
soin  le  cas  totalement  otuis  par  ]M.  Caucliy,  où  la  fonc- 
tion devient  infinie  sur  le  contour  même.  Si  l'infini  consi- 
déré est  multiple,  l'intégrale  est  infinie  ou  indéterminée; 
ce  cas  n'offre  aucun  intérêt.  Si  l'infini  est  simple,  l'in- 
tégrale est  encore  indéterminée  ;  mais  sa  valeur  principale 
est  donnée  par  une  formule  remarquable  qui  mérite  d'être 
connue. 

7.  Jusque-là  on  n'a  qu'un  théorème  très-beau,  très- 
général,  mais  on  ne  voit  pas  encore  ce  qu  il  peut  pro- 
duire. Le  §  V  (  18-22)  va  nous  montrer  sa  fécondité.  De 
son  application  à  des  contours  particuliers,  naissent  tout 
d'abord  dix  foi^mules  générales  ,  dont  chacune  constitue  à 
elle  seule  un  théorème  important.  Ces  formules  à  leur 
tour  en  produisent  d'autres,  et  nous  fournissent,  §  VI 
(22-28) ,  1°  des  intégrales  définies  tant  qu'on  en  veut; 
2"  la  décomposition  des  fiactions  rationnelles  en  fractions 
[)lus  simples;  3"  le  moyen  de  développer  des  fonctions  eu 
séries,  etc.,  etc. 
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8.  Certaines  intégrales  deviennent  indéterminées  lors- 
que la  fonction  sous  le  signe  passe  par  l'infini  dans  les 
limites  de  l'intégration*,  elles  perdent  alors  toute  signifi- 
cation précise,  et,  quoiqu'on  puisse  calculer  leur  va- 
leur principale,  comme  celle-ci  dérive  d'un  rapport  ar- 
bitraire établi  entre  des  quantités  indépendantes ,  on  est 
porté  à  ne  voir  là  qu'un  objet  de  pure  curiosité.  Aussi 
a-t-on  dû  souvent  se  demander  :  Mais  à  quoi  donc  servent 
les  valeurs  principales  des  intégrales  définies  singulières? 
M.  Frontera  va  répondre  à  cette  question  ,  §  VU  (28-29) , 
et  nous  montrer,  à  l'exemple  de  M.  Cauchy,  qu'elles  ont 
leur  utilité,  du  moins  en  analyse.  Quelques-unes  des  for- 
mules précédentes  donnent  les  valeurs  principales  de  cer- 
taines intégrales  indéterminées  ;  ces  valeurs  pouvant,  d'un 
autre  côté,  s'exprimer  à  l'aide  d'intégrales  définies  par- 
faitement déterminées,  il  en  résulte  cpi'on  connaît  ces 
dernières.  C'est  ainsi  que  l'on  trouve 


X 


dx  z=z  T.  cet  a  TT. 


I   —  X 

9.  L'auteur,  dans  le  §  \'ni  (29-32) ,  déduit  d'une  for- 
mule précédente  la  série  de  Mac-Laurin;  le  théorème  de 
M.  Cauchy  sur  la  convergence  de  cette  série  ;  un  théorème 
plus  général  de  M.  Laurent;  le  développement  des  fonc- 
tions périodiques  en  séries  de  sinus  et  de  cosinus. 

10.  Tous  les  géomètres  connaissent  les  belles  formules 
de  Laplace  et  de  Lagrauge,  pour  le  développement  des 
fonctions  implicites-,  mais  leur  démonstration  et  leur  em- 
ploi donnent  lieu  à  quelques  difficultés,  que  M.  Frontera 
nous  paraît  avoir  complètement  vaincues  ,  §  IX  (33-4o). 
11  commence  par  déduire ,  du  théorème  fondamental ,  une 
formule  dont  celles  de  Laplace  et  de  Lagrange  ne  sont  que 
des  cas  particuliers,  c  étant  un  contour  fermé, 

(.)  n(3)  +  0e:T(.)  =  O, 


(  78  ) 

une  coiialion  ou  le  module  tic      7— r  t^sl  consiamuient  iiite- 

.       "^^^ 
liour  à  I  pour  tous  les  points  du  contour,  on  arrive  à  ce 

llicorènie  rcmai(|uablc  : 

Le  nombre  des  racines  de  réquation  (1)  est  égal  à 
celui  des  racines  de  réquation 
{9.)  n(z)  =  o, 

comprises  dans  le  contour. 

Cela  posé,  si  F  [z)  est  une  fonction  quelconque,  assu- 
jettie à  ne  pas  devenir  infinie  dans  le  contour  considéré, 
et  qui  ait  une  valeur  unique  et  déterminée  pour  chaque 
valeur  de  z;  si  z^,  z^,...,  z,„  sont  m  racines  de  Téqua- 
tion  (i),  comprises  dans  le  contour:  «i,  «sj-»  '^i"  ^^^  '" 
racines  de  Téquation  (i),  comprises  dans  le  même  contour, 
on  aura 


n^^'K 


vp,„,=2F(...)-^.i:t;^"X"'"'^>(^:)"ï'" 

(1=1  «=!  n:=0 

La  formule  de  Lagrange  est  comprise  dans  cette  dernière , 
en  posant 

n(z)  =  z  —  a,,      w  rr:  I . 

IM.  Frontera  montre  que  la  série  de  Lagrange  ne  donne 
pas  toujours  le  développement  de  la  plus  petite  racine , 
contrairement  à  l'assertion  de  l'illustre  auteur  (*).  Si, 
pour  une  valeur  donnée  de  0,  la  série  est  convergente,  et 
si  l'on  peut  tracer  un  contour  comprenant  le  point  qui 
répo)id  à  «1  et  tel  que.  pour  tous  ses  points,  le  module  de 

—^  soit  intérieur  a   i  ,  on  est  assure  de  deux  choses  : 

3  —  a, 

r^  (|ue  l'équalion 

n'a  qu'une  seule  racine  comprise  dans  ce  contour;  2"  que 

(  *  )  L'observation  est  de  M.  Félix  Chio ,  de  Turin.  {Comptes  rendus,  1 8'|/( , 
■i*"*  snmoslrc,  papu  SjG.) 
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la  série  expximc  le  développement  de  celte  racine.  Dans 
le  cas  où  l'on  ne  saura  pas  tracer  un  pareil  contour,  on  ne 
(  onnailra  pas  ce  que  la  série  de  Lagrange  représente. 

Ce  paragraphe  se  termine  par  un  moyen  d  approcher 
indéfiniment  des  racines  d'une  équation,  quand  ces  ra- 
cines sont  séparées ,  cl  par  une  méthode  due  à  M.  Cauchy, 
pour  calculer  une  limite  supérieure  du  reste  dans  la  série 
de  Lagrange. 

\  i .  Nous  regrettons  que  le  cadre  de  ce  Journal  ne  nous 
permette  pas  d  entrer  dans  plus  de  détails  5  mais  ce  que  nous 
avons  dit  suffit  pour  montrer  que  la  Thèse  de  M.  Fi'ontera 
n'est  pas,  comme  il  arrive  quelc[uefois  à  ces  sortes  d'ou- 
vrages, une  banale  amplification  sur  un  sujet  rebattu. 

L'auteur,  qui  parait  très-bien  connaître  les  méthodes 
de  M.  Cauchy,  les  expose  avec  beaucoup  de  clarté,  y 
ajoute  quelquefois,  et  leur  donne,  dans  tous  les  cas,  le 
deinier  degré  d'évidence  par  une  discussion  approfondie. 

Il  nous  reste  à  émettre  un  vœu  qui  sera  partagé ,  sans 
doute,  par  tous  les  amis  de  la  science.  Une  thèse  se 
distribue  d'ordinaire  à  quelques  parents  et  amis,  cercle 
toujours  restreint.  Dans  la  plupart  des  cas,  rien  de  mieux; 
mais  le  remarquable  écrit  de  M.  Frontera  mérite  une 
publicité  plus  étendue  :  avec  c[uelques  additions,  il 
pourrait  tenir  lieu  d'un  Traité  élémentaire  sur  le  calcul 
des  résidus.  H  y  a  longtemps  qu'un  pareil  ouvrage  est 
réclamé  par  les  professeurs  qui  désirent  de  connaître  celte 
partie  des  travaux  de  M.  Cauchy  :  chose  difficile,  souvent 
même  impossible  à  beaucoup  d'entre  eux.  Ce  n'est  pas 
que  notre  grand  géomètre  cache  ses  découvertes  ,  loin  de 
là;  mais  le  moyen  qu'il  emploie  pour  les  connnuniquer 
au  public  ne  nous  parait  pas  des  jnieux  choisis  :  si  belle 
que  soit  une  théorie ,  elle  perd  beaucoup  de  son  charme , 
et  il  est  bien  difficile  de  s'en  rendre  un  compte  exact, 
quand  il  faut  aller  en  chercher  les  morceaux  dans  vingt 
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endroits  diirércnts.  D'ailleurs  les  volumineux  recueils  où 
sont  éparpillés  les  Ménioires  sans  nombre  Je  M.  Caucliy, 
ne  sont  pas  à  la  portée  de  tout  le  monde,  et  ceux  même 
qui  peuvent  les  consulter  n'en  sont  pas  souvent  plus 
avancés,  faute  d'un  catalogue  qui  les  guide  et  leur  per- 
mette de  suivre,  sans  s'égarer,  la  pensée  du  maître. 

Nous  espérons  que  M.  le  D'^  Frontera  voudra  bien , 
dans  l'intérêt  de  la  science,  accéder  à  notre  vœu,  et  que 
sa  Thèse  viendra  bientôt  augmenter  le  nombre  des  savants 
ouvrages  édités  par  M.  Bachelier  (*). 

E.   PllOLHET, 

Ancien  professeur  aux  lycées  d'Auch  cl  de  Cahors  , 

Maitre  de  conférences  au  collège  Rollin. 


SOLl'TION  DE  LA  OHESTION  60 

(voir  t.  1,  p.  395)  ; 

Par  m.   l'abbé  JULLIEN  , 
Du  séniinairo  de  Vais. 


I,  Question  34.  Si,  d'un  point  situé  sur  une  surface 
algébrique  de  degré  m,  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  un  système  de  plans  lixes ,  le  lieu  géométrique  des 
points  de  moyenne  distance  des  pieds  des  perpendicu- 
laires est  une  surface  algébrique  du  même  degré  m. 
Solution.   Soient 

A,  .r  H-  B,  j  H-  C,  z  -f-  D,  =  o , 
A;  3-  4-  Bï  j  H-  C,  z  -h  D,  —  o , 


A/.  X  -h  Ba  y  -r  Cl.  z  -h  D/.  =  o , 
A„  .r  -f-  B„  r  -h  C„  z  -h  D„  =  o 


(*)  l'u  vocabulaire  qui  cxplitiuerait  les  mois  nouveaux  inlruduils 
dans  la  science  avec  une  si  dcjilorahlo  jtrofusion  serait  une  truvre  Irès- 
ulile.  Tm. 
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un  système  de.  h  plans, 

M  {x,  j-,  z)  =  o 

une  surface  algébrique  de  degré  m,  et  [Xq  ,  /o?  ^o)  l'un 
de  ses  points. 

Les  équations  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 

{Xo^  Yo ,  ^o)  sur  le  plan 

Aix  -f-  Ba-  j  H-  Q  c  +  Da  =  G 
sont 

Ak  .  Bi 

X—Xo=—{z  —  Z,),         J  —  ro=  T^     z  — z»), 

^k  ^k 

et  les  coordonnées  du  pied  de  là  perpendiculaire  sont 

(B^.  +  C^.)  X,  —  A^.B/,  j„  —  Ai  Q.  Zo  —  A^  D,t 
^*=  Al  +  B^  +  q  ' 

_  -  Aa Ba-t,  +  (  A^.  +  C';,.)  j„  —  Bx-  Q.  zo  -  B/.  D^ 
•^'  A^+B^  +  C^  ' 

__  —  Ai  Ci  .ïo  —  B/,'Q.  jo  +  (  A^.  +  B  a)  z„  —  Ck  Di 

les    coordonnées   du   centre    de   moyenne    distance   des 
pieds   des   perpendiculaires    abaissées    du   même    point 

(jTo,  jo,  Zn)  sur  les  n  plans,  ont  pour  valeurs 

le  symbole  \^  s'élendant   aux   valeurs  i,  2,  3,.,.  «  do 

l'indice  h. 
Posant 

A^-^B^^-c^  =  A^, 

-4i»i     de  Miithi'niot.,  t.  XI.  (Mars  l852.)  6 


(  H.  ) 
ou  pcul  fciii'c  Its  rrlalioiis  (i)  sous  la  forme 


— -^-^l-TT^^"! -^T- ="=■+- l^T-     1 


I    A/.  "  "  .^^     Ai       ■     '  -ii-*        Ajt  ■    .^J     Aa 

Ces  dernières  équations  donnent  des  valeurs  de  x^ ,  >  o ,  ^o 
linéaires  et  entières  par  rapport  à  .r,  y.  z  .  et  leur  sub- 
stitution dans 

(3)  M(a:,,  j„,  z„)=  o 
fournit  une  équation  de  degré  m  , 

(4)  fA(-r,.r,z)  =  o, 

représentant  le  lieu  du  ecntre  de  moyenne-  distance. 

II.  Remarques.  Les  formules  métamorphi(|ues  [•?.)  qui 
servent  à  passer  de  1  équation  (3)  l\  l'équalion  (4),  f^i> 
inversement,  expriment  les  variables  de  l'une  des  équa- 
tions par  des  fonctions  entières  de  celles  de  l'autre^  par 
conséquent,  à  un  point  situé  à  l'infini  sur  ruiie  des  sur- 
faces, correspond  un  point  siluéà  riiifiui  surTaulie,  ce 
ipii  pouvait  être  facilomcnl  prévu. 

Les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  plans 
donnés,  pour  tjuc les  deux  surfaces  soient  bomolhéliques, 
se  réduisent  aux  cinq  suivantes  : 

li/,  C< 


2 

A*  B,. 

_  V 

w,  C/, 

A/, 
-H  Ci 

A,^  4-  ( 

2é 

A* 

-  Zi 

^/. 

2 


o, 


Ci        ^A^^Kli^ 
A* 


flics  expriment .  en  etfcl .  (jue  les  vali'ui  s  de  .r ,  )  .  z  .  don- 
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nées  par  los  équations  (  2) ,  sont  de  la  forme 

III.  Si  le  point  (:Co?  J'o?  ^0)  est  assujetti  à  se  trouver 
sur  l'intersection  de  deux  surfaces  des  degrés  m  et  p, 

représentées  par 

M{x,  y,  z)  =  G, 

substituant  dans  ces  équations  à  x^  y^  z  les  valeurs  de 
Xo,  Yo-)  Z01  tirées  des  formules  (2),  on  aura  deux  nouvelles 
équations  des  mêmes  degrés  m  et  p, 

^{x,  X,  z)  =  o, 
Tr{x,  j,  3)  =  O, 

qui,  considérées  comme  simultanées  ,  représentent  le  lieu 
du  centre  de  moyenne  distance  des  pieds  des  pei-pendicu- 
laires  5  ce  lieu  est  donc  l'intersection  de  deux  surfaces  des 
degrés  m  et  p. 

Le  théorème  qui  nous  occupe  résulte  de  ce  que  les  coor- 
données du  centre  de  moyenne  distance  de  plusieurs 
points  s'expriment  par  des  fonctions  linéaires  et  entières 
des  coordonnées  de  ces  points^  par  conséquent,  ce  théo- 
rème subsiste ,  lorsqu'on  remplace  le  centre  de  moyenne 
distance  par  un  autre  point,  dont  les  coordonnées  sont 
des  fonctions  entières  et  linéaires  de  celles  des  pieds  des 
perpendiculaires,  comme  serait  le  centre  des  distances 
proportionnelles. 


6. 
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COXCOIRS  n  \(iUÉ(iATIO\  AIX  llf.ÉES,  VXXÉE  i8:;i 

Par  m.  dieu, 

Aj;rc(;c,  ilortour  ôs  sciences. 


COMPOSITION    DK    MÉCANIQUE. 

l  II  poids  /;  fst  suspendu  à  un  anneau  D;  dans  cei  an- 
neau passe  une  corde  qui,  d'une  part,  est  altachée  à  un 
point  fixe  A,  et  qui,  d'autre  part,  après  avoir  passé  sur 
une  poulie  de  renvoi  lî ,  va  s'enrouler  sur  un  cylindre 
homogène  horizontal  C,  mobile  autour  de  son  axe,  et 
soutient  enfin  un  contre-poids  p' . 

On  fait  abstraction  du  poids,  de  la  roideur  et  de  l'é- 
paisseur de  la  corde ,  ainsi  que  des  frottements,  La  poulie 
de  renvoi  R  est  supposée  infiniment  petite  et  à  la  mèmi' 
hauteur  que  le  point  fixe  \.  Trouver  le  mouvement  du 
système  en  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  vitesse  initiale. 
BEA 


•Nous  supposerons  qu'à  riiistaiil  on  le  inouvemeni  com- 
mence, les  cordes,  considérées  comme  des  ligties  parfai- 
lemcm  (U'\ii)l(s  et  inextensibles,  sont  comprises  dans  le 
plan  vei  tic.il  P  îles  cenUes  de  graviti- (les  deux  ])oids /',  /' '  • 
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que  l'anneau  D,  considéré  comme  un  point,  est  au  mi- 
lieu de  la  partie  ADB  de  la  corde  AF;  enfin,  que  le  mou- 
vement vient  de  ce  qu'on  abandonne  le  poids  qui  remon- 
tera, et  que  Fou  avait  retenu  jusque-là. 

Il  suffît ,  pour  l'épondre  à  la  question ,  de  déterminer 
le  mouvement  du  point  D.  Or  il  est  évident ,  à  priori , 
que  ce  point  ne  sortira  pas  du  plan  P,  et  l'on  peut  dé- 
montrer, de  plus ,  qu'il  restera  sur  la  verticale  EH  du 
milieu  de  AB.  En  efïet  :  i"  le  mouvement  initial  de  D 
sera  celui  d'un  point  libre ,  auquel  on  appliquerait  simul- 
tanément trois  forces,  dont  la  résultante  est  dirigée  sui- 
vant EH,  Tune  égale  à  la  tension  de  la  corde  DG ,  qui  est 
verticale,  et  les  deux  autres  dirigées  suivant  DA  et  DB, 
égales  à  la  tension  de  la  corde  ADBF  5  "iP  si  l'on  admet 
que  D  soit  parvenu  en  D'  sur  EH,  après  un  certain  temps , 
et  que  sa  vitesse  acquise  soit  dirigée  suivant  cette  droite, 
on  pouri^a  encore  considérer  ce  point  comme  libre,  en 
lui  appliquant  trois  forces  qui  sei^ont  dans  les  mêmes 
conditions  (jue  les  trois  forces  dont  nous  venons  de  parler, 
et  le  mouvement  continuera  dans  la  dix'ection  EH. 

Les  axes  des  coordonnées  étant  pris  comme  la  figure 
l'indique,  nous  désignerons  par  y  l'ordonnée  de  D,  et 
par  y'  celle  de  F,  à  la  lin  de  la  durée  t  comptée  depuis 
le  commencement  du  mouvement. 

AB  étant  représentée  par  2«,  on  doit  avoir 


y'  -V-  2  v'^'  +  J>"  =  const. , 
d  où  l'on  tire 

2  Y 

S  Y    -\-  ■  .  6  Y  =^  O 


\/rt'  -t-  y' 


et 


(l  '  y'  2  k  d'Y  2  a-  (  d  Y 

4-     ,      •  -^-4- 


V'^   -i-  .>  (r  -+-  r-    -       ^ 
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Les  forces  perdues  sont  représentées  :  pour  le  poids  /;. 
par 

et  pour  le  poids  /?',  par 

car  les  r  des  centres  de  gravité  de  ces  poids  uc  diflèrent 
respectivement  que  par  des  constantes  de  ceux  des  points 
DetF. 

On  a  donc  l'équation 

.(,_^)^,.(,-.^).,,  =  „, 

d'après  une  règle  connue;  et  l'on  en  déduit  facilement 


;,)   {-     ■  r  '  ■     ("■  +  ^'n'"/=o, 


d'  y' 
en  remplaçant  ày\  ainsi  que      ' ^    par  leurs  valeurs  ti- 
rées des  équations  précédentes,  en  posant  —,  =  ^h. 

Comme  l'équation  (i)  ne  contient  pas  f,  son  ordre 
s'abaisse  en  prenant  j  pour  variable  indépendante.  Si  Ion 
fait  pour  cela 

dt  _ 


a  ou 


on  a 


'^^  =  1     et     '-^  =  0    l-\     '}l=—-    — 
dt        z  df  ^  U  /  "  dt  z^'  dy 
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Celle  équalion ,  qui  rentre  dans  le  type  connu  sous  le 
nom  adéquation  de  BcrnouUi ,  devient  linéaire  en  posant 


^  =  "' 

d'où 

I      dz               I    du 
z^     dy              2  dy 

et  l'on 

a 

du  à^  2  ) 


,  dy       k  +  i      {  [i'  -^-y')[à'  -F-  y') 

k+i  p-'  +  y^  V«  -+-/  , 

si  l'on  fait 

Par  la  comparaison  de  l'équation  (3)  avec  le  type 
du 

dont  l'intégrale  est 

u=e     -^  [C-i-  fY^r'  .dy), 

on  trouve  facilement  qu'il  faut  faire 

-/Y<0  _  a' -h  y' 

et 

afin  d'avoir  l'intégrale  de  l'équation  (3) ,  qui  est 


/-  +  I    p^  -4-  .>- 


si  l'on  met  .  '^    au  lieu  de  C. 


(  ««  ) 

■X.    .        fit  ,1         , 

Mais.   -r-=±-— :  donc  on  a 


,4,   -±^Vî^ 


\/A-  + 1         /p'  4-  j'  ^/r 


"^  -^^     \/C,  -h  2  /■  j  —  v/fl'  H-  j' 


le  signe  supérieur  se  rapportant  au  cas  où  le  point  D 
descend,  et  le  signe  inférieur  à  celui  où  il  remonte,  puis- 
que fît  doit  être  positive. 

On  ne  peut  intégrer  Téquation  (4)  sous  forme  finie: 
mais  il  est  possible  de  reconnaître  quel  sera  le  mouve- 
ment du  point  D,  par  la  discussion  de  cette  équation. 

Il  convient  de  déterminer,  premièrement,  la  constante 
arbitraire  C^;  or,  en  désignant  par  jf,  la  valeur  initiale 
de  y^  on  voit  qu'il  faut  prendre 

C,  =  v/«^  +  JÏ  —  2/j„, 

pour  que  —  soit  initialement  nulle,  et  nous  supposerons , 

dans  ce  qui  suit,  que  C,  a  cette  valeur. 

Les  poids  p  et  p'  resteraient  en  équilibre,  si  l'on  avait 

—  ^  p'  y« 

par  conséquent ,  on  devra  examiner  successivement  les 
deux  hypothèses  :  p  ^  }>,  et  p  <CPi- 

1°.  So'\l p'^Pi-  Le  poids  p  l'emportera,  de  sorte  que  l'on 
doit  prendre  le  signe  H-  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (4)- 

Si  l'on  pose 


C,  +  ?.  kj  —  sJn^-\-  y  —  z^ 
d'où 

''^  =  ./  ^ 


<iy  V^rt'-Hj 
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Pour  j=:  ro,  37- ^"-  <-'ai' />>/?,  levient  à  aA^— l"     ^: 

,  c/z   ,  ,      ^  r 

et  Y  auementant  a  partir  de  Vo ,  -7-  deeroit,  car    ,    ' 
^        ^  ^  ^       ffy  sja'  +  y- 

augmente. 

Si  2  A ^  1 ,  c'e&t-à-dire  /; >>  ip\ce qui  emporte p^p^^ 

dz  j         •       '      •  •  y         ^ 

—  ne  peut  de  venir  négative,  car  on  a  toujours  -—  ^'■ 

et  z  croît  indéfiniment  avec  y ^  car 

2  X-j  —  slo:' 4-  j-'  =  — 


r^ 


\/7 


2  /-  -4-  4  /  —  + 1 


D'après  cela,  —  tend  vers  zéi^o,  car  |i^<^fl*,  et,  consé- 

quemment,  1  /  —^ ^  est  toujours  moindre  que  i. 

Dans  ce  cas ,  comme  on  pouvait  le  prévoir,  le  mouve- 
ment descendant  du  point  D  continuera  tant  que  la  lon- 
gueur de  la  corde  AF  le  permettra,  et  la  vitesse  de  ce 
point  croîtra  toujours. 

Si  2Â"<^i,  c'est-à-dire  lorsque  p  est  compris  entre  -xp' 

dz 
et  Pi^  —  devient  négative  quand  y  dépasse  la  valeur 


1  ak 


ap 


v/1-4/-        ^f^p"-p^ 
et  z  ,  après  avoir  augmenté  depuis  zéro  jusqu'à  la  valeur 
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diminue,  puis  icdovicMit  nulle  pour  la  valeui' 


y 


1  —  4  / ••■ 


(it 

Dans  ce  cas,  le  point  D  ne  peut  atteindre,  en  descen- 
dant, la  position  déterminée  par  cette  valeur  de  >,  puis- 
que sa  vitesse  -f-  décroit  indéfiniment,  en  même  temj)s 
^  dt 

qu'il  s'en  rapproche  indéfiniment. 

2°.  Soit  p<ijfr  Le  poids  //  l'emportera,  et,  par 
consécjuent,  on  doit  prendre  le  signe  —  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (4)- 

Pour  y  z=z  y^^  —  <^o  ,  et,  ^)^ diminuant  à  partir  de  >  o, 
—  croît  et  change  de  signe  quand  y  devient  inférieine  à 

—r —        —  (cette  valeur  est  moindre  que  Ko,  dans  le  cas 

dont  il  s'agit  maintenant ,  tandis  qu'elle  est  plus  grande 
que  )'o  dans  celui  dont  nous  nous  sommes  occupés  en 
dernier  lieu).  Comme  dy  <^o.  riz  est  de  signe  contraire 

à  —5  donc  z  augmente  depuis  zéro  jusqu'à 


c,  _rts/ï  — 4^\ 

qui  répond   à   la  précédente  valeur  de  y.  pnis  diminue 
ensuite  jusqu'à  zéio,  qui  répond  à  la  valeur  [aj. 

D,  en  remontant,  tend  d'après  cela  vers  la  position 

déterminée  par    la  valeui    [  a  j  de  )'  ;  mais  sa  vitesse  — 

tend  simultanément  vers  zéro,  et,  par  conséquent,  cetl»- 
position  est  une  limite  que  D  nv  saurait  atteindre. 
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GRAND  CONCOURS  DE  1851. 
SOLUTION  Dl   PROBLÈME  DE  MATHÉMATIQUES  SUPÉRIEURES; 

Par  m.   Camille-Armand -Jules-Marie  de    POLIGNAC, 

Né  à  Milleniont  [  Seine-et-Oise  (  *)]. 


Etant  donnée  une  droite  LU,  ou  mène  de  chacun  de 
ses  points  m,  deux  droites  à  deux  points  fixes  p,  p' . 
Deux  autres  points  fixes  O  et  O'  sont  les  sommets  de  deux 
angles  «0/j,  a' O' h'  de  grandeurs  données,  et  constants, 
que  l'on  fait  tourner  autour  de  leurs  sommets  respectifs, 
de  manière  que  les  côtés  Oa,  O' a'  soient  respectivement 
perpendiculaires  sur  nip,  inp' .  On  demande  :  i'^  Quelle 
est  la  courbe  qui  est  décrite  par  le  point  d'intersection  n 
des  deux  côtés  Oa ,  O'  a'  ;  2°  quelle  est  la  courbe  qui  est 
décrite  par  le  point  d'intersection  ii'  des  deux  autres 
côtés  O^,  O'//,  quand  le  point  m  glisse  sur  la  droite  LL'. 


(  *)  Élève  du  collège  Stanislas,  dciixicme  prix.    V.lasse  de  M.  Cahaii.  ) 
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Occupons-nous  de  la  première  partie  de  la  question. 
Les  faisceaux  issus  des  points  />>,  p'  sont  homogiaphi- 
(jues  ,  puisqu'ils  se  coupent  en  des  points  situés  en  ligne 
droite.  D'ailleurs,  si  Ton  considère  le  faisceau  issu  du 
point  O,  tous  ses  rayons  sont  perpendiculaires  sur  les 
rayons  du  faisceau  issu  du  point  /»  \  donc  les  angles  formés 
par  deux  de  ces  rayons  Oa,  0«,  sont  égaux  aux  angles 
formés  par  leurs  homologues  pni ,  prii'  :  les  faisceaux  issus 
des  points />  etO  sont  doncliomographiques.  De  même  le 
faisceau  issu  du  point  O'  ayant  tous  ses  rayons  perpen- 
diculaii-es  sur  ceux  du  faisceau  /;',  est  liomograpliique  de 
ce  dernier;  mais />'  est  liomogi^aphique  du  faisceau  p -^ 
donc  les  faisceaux  O,  O'  sont  liojnograpliiques. 

Il  en  résulte  que  le  lieu  des  points  n  est  une  conique 
passant  par  les  deux  points  O,  O'.  Cette  conclusion  re- 
pose sur  ce  théorème  connu  :  Si  Ton  joint  tous  les 
points  d'une  section  conique  à  deux  points  quelconques 
pris  sur  la  courbe,  on  obtiendra  deux  faisceaux  ho- 
mographiques.  Ce  théorème,  évident  dans  le  cas  d'un 
cercle,  puisque  les  angles  homologues  des  deux  l'aisceaux 
sont  tous  égaux,  s'élend  par  projection  à  une  conique 
quelconque,  et  la  récipioque  est  d'ailleurs  facile  à  aper- 
cevoir. Les  points  n  se  trouvent  donc  sur  une  conicpie 
passant  par  O,  O'.  Passons  maintenant  à  la  seconde  partie 
de  la  question. 

Les  rayons  issus  du  point  O,  0«,  O^/,,  etc.,  d Une 
part,  O^,  0Z>,,  etc.,  d'autre  part,  forment  deux  faisceaux 
homographiques,  car  les  angles  homologues  sont  égaux 
comme  dillérence  d'angles  égaux.  Pour  la  même  liaison, 
le  faisceau  O'  «',  O'  f/\ ,  i;tc.,  est  homographique  de  O'  h\ 
O'/V  ,  etc.  5  juais  les  faisceaux  Ort,  Oz/j,  etc.,  et  O'  a\ 
O'  (l\ ,  etc.,  sont  homograpliiques;  donc  les  faisceaux  issus 
'lt!s  points  O  ,  O'  et  se  coupant  suivant  les  points  //',  soni 
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homographiqucs  ^  donc   ces   points   se   trouvent  sur  une 
conique  passant  par  les  points  O  et  O'. 

La  même  construction  fournit  deux  autres  coniques 
passant  par  O  et  O'.  On  verra  en  effet,  aisément,  par  les 
mêmes  considérations ,  que  les  lieux  des  points  e  et  cl  sont 
deux  coniques  passant  par  les  deux  points  en  question. 


Généralisation.  —  Remplaçons  la  droite  LU  par  une 
conique  passant  par  les  deux  points  p  et  />',  et  cher- 
chons le  même  lieu  que  précédemment ,  en  supposant 
que  le  point  m  se  meuve  sur  la  conique.  D'après  le  théo- 
rème que  nous  venons  de  rappeler,  les  faisceaux  issus  des 
points /7  et  p'  seront  toujours  homographiqucs.  Il  en  sera 
donc  de  même  des  faisceaux  issus  des  points  O  etO',  dont 
les  rayons,  en  se  coupant,  déterminent  le  lieu  des 
points  n.  Par  suite,  ces  points  sont  situés  sur  une  coni- 
que qui  passe  par  O  et  O'. 

La  question  donnée  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle- 
ci  :  c'est  le  cas  où  la  section  conique  se  réduit  à  deux 
droites  LL',  pp' . 

Cherchons  maintenant  à  reconnaître  comment  varie 
la  nature  des  coniques  (lieu  des  points  /;)  avec  la  courbe 
directrice,  et  examinons  d'abord  la  question  donnée, 
dans  laquelle  la  conique  directrice  se  réduit  au  système 
des  deux  droites  LL',  pp' . 

Remarquons  que  lorsque  le  point  mobile  sur  la  droite 
LL'  se  trouvera  en  ^  ,  les  deux  rayons  issus  de  p  el  p'  se 


(  y'i  ) 

confoiulroul  ,  et  les  porpciuli(  ulaircs  menées  par  les 
poiiils  O,  O'  seront  parallèles,  ce  qni  fournit  un  point  de 
la  courbe  située  à  l'infini  ^  d'ailleurs,  en  supposant  que 
le  point  mobile  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  droite  LL', 
les  rayons  issus  des  points  /> ,  />'  deviennent  parallèles  à 
cette  droite;  les  perpendiculaires  menées  par  O  et  O' sont 
donc  parallèles  entre  elles,  et  à  ces  lignes  correspond, 
par  conséquent,  un  point  de  la  courbe  situé  à  l'infini, 
^lous  trouvons  donc  deux  directions  donnant  des  points 
à  l'infini;  d'ailleurs,  le  lieu  des  points  n  ne  peut  pas, 
dans  le  cas  général,  être  une  ligne  droite,  puisque  deux 
rayons  homologues  issus  des  points  O,  O'  ne  se  confondent 
jamais  (*)  :  le  lieu  cherché  est  donc  une  hyperbole  dont 
les  asymptotes  sont  perpendiculaires,  l'une  à  la  droite 
LL',  l'autre  à  la  droite  pp'. 

Il  sera  d'ailleurs  facile  de  construire  cette  hyperbole, 
après  avoir  obtenu  préalablement  le  point  /i,  car  on 
connaîtra  alors  trois  points  de  la  courbe  et  la  direction 
des  asymptotes.  Ces  données  permettent  de  conslruire 
aisément  les  diamètres  conjugués  des  cordes  qui  joignent 
deux  à  deux  les  points  /? ,  O,  O',  par  suite  le  centre  et  les 
asymptotes.  Connaissant  les  asymptotes  et  un  point,  une 
construction  bien  connue  en  fait  obtenir  autant  qu'on 
veut. 

Revenons  au  cas  général ,  et  supposons  que  la  courbe 
directrice  soit  une  ellipse.  Deux  rayons  pin ,  p' ni  ne  se- 
ront jamais  parallèles;  de  plus,  ils  ne  se  confondront 
jamais,  car  même,  si  l'on  suppose  que  le  point  mobile 
soit  arrivé  en  /;,  l'un  des  rayons  sera  ///?,  l'autre  la  tan- 
gente au  point  />.  Il  en  résulte  ([ue  les  droites   menées 


(  *)  Lorsque  deux  l'aisceaux  homo(;iap1iiquos  ont  deux  rayons  homologues 
qui  se  confondent,  le  Heu  des  intersections  de  leurs  rayons  est  une  li|;iie 
droite,  et  réciproquement. 
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par  Oet  O',  qui  délcrniiiient  les  points  du  lieu,  ne  seroiil 
jamais  parallèles 5  par  suite,  la  courbe  n'ayant  aucun 
point  à  l'infini,  sera  une  ellipse.  Si  la  courbe  directrice 
était  un  cercle  ,  l'angle  O  n  O'  =  pmp'  étant  constant,  le 
lieu  des  points  n  serait  un  segment  capable  de  cet  angle 
décrit  sur  00'. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  courbe  directrice 
soit  une  parabole.  Lorsque  le  point  vi  s'éloignera  sur  la 
courbe  jusqu'à  l'infini  ,  les  deux  rayons  /'/«,  p'  ni  seront 
parallèles  :  ce  sera  d'ailleurs  la  seule  direction  pour  la- 
quelle les  perpendiculaires  menées  par  O  et  O'  seront 
parallèles.  La  courbe  engendrée  par  le  point  u  ayant  des 
points  situés  à  l'infini,  mais  dans  une  seule  direction ,  sera 
une  parabole. 

Enfin,  en  supposant  que  la  conique  directrice  soit  une 
hyperbole,  on  verra  pareillement  qu'on  trouve  pour  les 
perpendiculaires  issues  des  points  O  et  O'  deux  directions 
donnant  des  points  situés  à  l'infini,  ce  qui  prouve  que, 
dans  ce  cas,  le  lieu  des  points  Ji  est  aussi  une  hyperbole. 
Ses  asymptotes  sont  perpendiculaires  aux  asymptotes  de 
la  pi'emière. 

Cette  hyperbole  pourrait  d'ailleurs  se  réduire  au  sys- 
tème de  deux  droites  5  c'est  ce  qui  arriverait  si,  par 
exemple,  la  ligne  00'  était  perpendiculaire  à  Tune  des 
asymptotes  de  1  hyperbole  directrice.  Car  aloi^s  les  deux 
parallèles  menées  par  O  et  O',  qui  doivent  donner  un 
point  à  l'infini,  venant  à  se  confondre,  les  faisceaux  ho- 
mographiqucs  O  et  O'  auraient  deux  rayons  homologues 
se  confondant,  et  les  intersections  des  autres  seraient  en 
ligne  droite  (*).  Remarque  analogue  dans  le  cas  de  la 
parabole. 


(  *)  (^est  cl'aillours  le  seul  cas  où  le  lieu  îles  ]K)inlsn  )>eiit  se  réduire  an 
système  de  deux  droites. 


{  y«  ) 

Concluons  qn'i-n  général  le  l'u^u  des  points  n  est  une 
conique  lie  même  nature  que  la  courbe  directrice  ou  une 
variété  de  cette  courbe. 


Lorsque  le  point  mobile  m  se  meut  sur  la  droite  LIV, 
le  lieu  des  points  n  peut  aussi  être  une  ligne  droite,  et 
cela  arrivera  quand  la  ligne  00'  sera  perpendiculaire  à 
l'une  des  deux  lignes  pp'  on  LL',  ce  qu'on  peut  déduire, 
comme  cas  particulier,  de  ce  que  nous  avons  remarqué 
précédemment.  La  courbe  engendrée  par  le  point  //  peut 
aussi  présenter  celte  particularité.  En  efl'et,  si  nous  sup- 
posons que  l'angle  pmp'  soit  égal  à  w'  —  w,  ou  aura 

fin  O  =  (,>'  —  t-j; 

par  suite,  l'angle  /ul/i  sera  égal  à  w',  ci  deux  rayons  dé- 
terminant les  points  /i' seront  parallèles;  si,  de  plus,  la 
droite  OO'  fait  avec  /)/n  l'angle  90"  —  w,  ou,  avec  />///', 
l'angle  90''  —  o)',  les  faisceaux  homograpliiques  qui  dé- 
terminent les  points  n'  ayant  deux  rayons  homologues  se 
confondant,  le  lieu  de  ces  points  sera  une  ligne  droite. 

Si  les  angles  r,)  et  w'  étaient  égaux,  les  rayons  0/i\  O'  n' 
seraient  parallèles  en  même  temps  que  les  rayons  Ow,  O'/?. 
Donc  la  courbe  engendrée  par  le  point  n'  serait  une  hy- 
perbole dont  les  asymptotes  feraient,  avec  celles  de  l'hy- 
perbole lieu  des  points//,  1  angle  w;  si,  en  même  temps 
que  r./  =  «,  la  droite  OO'  faisait  avec  pp'  l'angle  90" —  w, 
ou,  avec  LL',  l'angle  m,  le  lien  des  points  //'  serait  une 
lifriie  droite. 
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lic.'tiaivj  œ.  Nous  avons  supposé  )us(|U  ici  que  les  droites 
déterminaut  les  points  'i  étaient  perpendiculaires  sur  les 
rayons /:>/'72 ,  pi7i'-^  on  peut  encore  généraliser  les  résultats 
obtenus  dans  cette  hypothèse.  Revenons,  en  elTet,  au  cas 
général  dans  lequel  le  point  m  est  supposé  se  mouvoir  sur 
une  conique  passant  par  p  et  p' -^  menons  par  le  point  O 
des  droites  faisant  un  angle  constant  oc  avec  tous  les 
ra^^ons  tels  que  pm;  par  le  point  O',  des  droites  faisant 
un  angle  constant  a'  avec  tous  les  rayons  tels  que  p'ni. 
Le  lieu  des  intersections  de  ces  droites  sera  une  conique 
passant  par  O  et  O'. 

En  effet,  le  point  a,  sommet  d'un  angle  constant,  se 
meut  sur  un  cercle  qui  passe  par  les  points  p  et  O. 

Par  suite,  les  faisceaux  issus  de  ces  points  sont  liomo- 
graphiques.  Pour  une  raison  analogue,  les  faisceaux  issus 
des  points  O'  et  p'  sont  homographiqucs.  Mais  le  faisceau 
issu  du  point  p  est  homographique  du  faisceau  p';  donc 
les  faisceaux  O  et  O'  le  sont  enti^e  eux,  et  le  point  n  en- 
gendre une  conique  passant  par  O  et  O'. 

Supposons  que  les  angles  en  question  soient  égaux,  et 
que  la  ligne  00'  fasse  avec  pp'  ce  môme  angle  a  :  consi- 
dérons deux  positions  quelconques  correspondantes  des 
points  m  et  n.  Les  trois  côtés  du  triangle  O  n  O'  sont  égale- 
ment inclinés  sur  ceux  du  triangle  pmp'-^  par  suite ,  ces 

deux  triangles  sont  semblables ,  et   le  rapport  —  étant 

constant,  il  s'ensuit  que  le  lieu  des  points  n  sera  une 
conique  semblable  à  la  première,  et  le  rapport  de  simili- 

j  00' 

tude  sera  — -• 
PP 

Ceci  comprend,  comme  cas  particulier,  un  résultai 
précédemment  obtenu.  Nous  avons  vu,  en  effet,  dans  le 
cas  de  la  droite  LL',  que  le  lieu  des  points  //  détermine'' 
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par  Ils  perpendiculaires  menées  par  O  et  O'  étail  um- 
ligne  droite  si  00'  étail  perpendiculaire  sur  /;//. 


Proposition  covrèlalive.  —  On  a  une  conique,  deux 
tangentes  fixes  et  une  tangente  mobile.  Par  ses  divers 
points  d'intersection  avec  les  deux  tangentes  fixes,  ou 
mène  des  perpendiculaires  sur  deux  droites  D,  D';  on 
joint  les  pieds  des  perpendiculaires  correspondantes.  La 
droite  a.y!  enveloppe  une  conique. 

Eu  vertu  d'un  théorème ,  corrélatif  de  celui  qui  nous 
a  servi  à  résoudre  la  question  donnée,  les  points  a  ,  ^,..., 
rt',  ^  ,...,  sont  homograpliiques.  Par  suite,  il  est  évident, 
à  cause  des  parallèles,  que  les  points  a,  o,  etc.,  a',  ê',  etc., 
seront  aussi  homograpliiques.  Donc  la  droite  aa'  enve- 
loppe une  conique  langenlt;  aux  droites  D,  D'. 
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SOLIJTIOX  DE  LA  OliESTIOK  84 

(voir  t.  III,  p.  256)  ; 

Par  m.   h.    FAURE, 

Lieutenant  d'artillerie. 


On  a  mis  dans  une  urne  vingt  billets  numérotés 
!  ,  2,  ;^,...,  20-,  sur  ce  nombre,  il  y  a  cinq  bons  billets 
et  quinze  mauvais.  ^  ingt  personnes  doivent  puiser  suc- 
cessivement dans  l'urne  et  prendre  un  des  billets,  La 
chance  de  prendre  un  bon  billet  est-elle  la  même  pour 
toutes  ces  personnes?   (Faldot.) 

Supposons,  pour  être  plus  clair,  qu'il  y  ait  Z)  billets 
blancs  et  ;z  billets  noirs,  et  supposons  qu'une  personne 
tire  un  premier  billet.  Ce  billet  sera  blanc  ou  noir;  par 
conséquent ,  une  autre  personne  venant  puiser  dans  Fui  ne 

aura  la  probabilité  -; de  tirer  un  billet  blanc  si 

le  premier  tiré  était  de  cette  couleur,  ou  : si  ce 

h  -\-  n  —  i 

premier  était  noir.  Or  on  peut  tirer  un  billet  blanc  de 
h  manières  dilïérentes;  donc  la  probabilité  d'amener  un 

billet  blanc  sera  ;.   et  la  probabilité  d'amener  un 

billet  noir  est  -. Donc,  si  l'on  tiîultiplie  la  probabilité 

de  chacune  de  ces  hypothèses  par  celle  relative  au  second 
tirage,  et  que  l'on  fasse  la  somme,  on  aura  la  probabilité 
pour  que  la  seconde  personne  tire  un  billet  blanc  ;  or  cette 

b  [h  —  i)  +  bn  b 

somme  sera    j-j— — -r-— =  -j—, —  '    c  est-à-dire 

égale  au  nombre  des  billets  blancs  divisé  par  le  nombre 
des  billets;  donc  elle  est  la  même  pour  chaque  personne. 

7- 


lOO 


t\VME\  DIN  CIS  Sl^i;ill!KR  011  SK  PRESENTE  DANS  LA 
IMVISION  AUKÉiiÉE  EN  ISAGE; 

Pvu      M.      ADVILLE, 

Lici-nric  rs  si-iencos. 


I.  On  sait  commcut,  lorsqu  on  a  doux  nombics  déti- 
maux  à  diviser  l'un  par  1  autre,  on  peut  déterminer,  à  la 
seule  inspection  de  ces  nombres,  1  espèce  des  unités  de 
loidic  le  plus  élevé  du  quolienl.  On  sait  aussi  que,  si 
l'on  veut  avoir  Je  quotient  de  deux  nombres  décimaux  î\ 
une  unité  près,  par  défaut  ou  par  excès,  il  suffit  de  con- 
server au  diviseur  un  chiffre  de  plus  que  n'en  doit  avoir 
le  (juotient,  et  au  dividende  les  chiffres  placés  à  gauche 
de  la  virgule,  après  qu'on  l'aura  avancée  ou  reculée  d'au- 
tant de  rangs  que  celle  du  diviseur.  Soient,  en  ellet,  A 
et  B  le  dividende  et  le  diviseur  conservés  ,  A -h  a  et  R-i-ê 
le  dividende  et  le  diviseur  complets.  3:  et  c  sont  des  frac- 
ti(ms  plus  petites  que  Tunité.  et  Ion  a  identiquement 

A  =  BQ  +  R, 


(I  on 


M: 


Q<B,     ^<i,      (in..     jj-^^< 

R  + 


n  +  I  <1{,    R  H-  7.  <  B,      (l'on 

I.  application  simultanée  de  («itc  règle  et  île  telle  (jui 
donne    à    piiori    le    nombre    des    ihilhcs  du    .|uolieiii 


(  onduit  qvielquL'Iuis  à  une  contradiction  ajujarciile,  qu  on 
résout  de  la  manière  la  plus  heureuse  en  faisant  voir  que 
lous  les  cliiilres  du  cjuotient  sont  alors  des  neuf. 

Exemple.  Soitàdiviser  233745287,41  par  235766, 1 79. 
Le  quotient  doit  avoir  trois  chiiïres ,  et ,  pour  l'avoir  à  une 
unité  près,  il  suffit  de  diviser  2357432  par  l'àSy.  On  voit 
immédiatement  que  le  quotient  entier  de  ces  deux  nom- 
bres, que  j'appellerai  Q',  aura  quatre  chifïVes;  mais  il 
ne  peut  pas  être  plus  grand  que  1000.  Car  sans  cela  on 
aurait,  par  la  règle  ([ui  donne  le  nombre  des  cliiilres  du 
(juotient  cherché, 

Q  <;^  1 000 , 
et ,  par  la  seconde  , 

Q  >  Q'  -  I  . 

inégalités  qui  seraient  contradictoires;  ce  qui  est  impos- 
sible, parce  qu'aucune  des  règles  ne  soulfre  d'exception. 
On  a  donc 

Q'  rz:  1000, 

<'t 

Q  <^  1000, 

Q  ^  1 000  —  I ,      ou     999. 

i)'où  il  suit  que  1000  est  le  quotient  cherché,  à  une  unité 
près  par  excès,  tandis  que  yyg  représente  le  même  quo- 
lii-nl,  à  une  unité  près  par  défaut. 

Il  ne  faut  pas  croir<' pourtant  que  toutes  les  fois  que  les 
chiffres  du  quotient  seront  tous  des  neuf,  on  en  sera  averti 
immédiatement  comme  dans  l'exemple  précédent.  Soit, 
en  elfet,  à  diviser  23399,86543  par  23,4^^5.  Le  cjuotient 
devant  avoir  trois  chilfres,  il  suffit,  pour  l'obtenir  à  une 
unité  près  ,  de  diviser  2339986  par  234 1  i  «i?  le  quotient 
de  cette  division  n'a  que  trois  chilfres,  lescjuels  sont  tous 
des  neuf. 

2.  Dans  la  divisf)n  abiégcc  propiement  dite,  on  con- 


(  »«^2  ) 

serve  généralement  au  diviseur  deux  ehilîies  de  plus  que 
n'en  doit  avoii'  le  quotient.  Et  comme  après  chaque  cliill're 
du  quotient  obtenu,  on  barre  un  chillrc  au  diviseur,  il 
en  résulte  que  le  diviseur  employé  à  la  recherche  d'un 
chill're  du  quotient  a  toujours  deux  chilVres  de  plus,  et 
non  davantage,  qu'il  en  reste  à  trouver.  Cela  posé,  soient 
n  le  nombre  des  chiflres  du  quotient,  p  le  nombre  des 
chilTres  obtenus  par  la  méthode  abrégée,  et  /y  le  reste 
de  la  dernière  division  efi'ectuée.  On  a 

en  appelant  ^(^_,)  le  diviseur  correspondant  à  /,,_i.  Si 
l'on  suppose  qu'en  barrant  le  dernier  chiffre  de  ^^_i,  on 
trouve 

i-p  >.  di,_,  X  lo, 

on  rencontrera  précisément  le  cas  singulier  que  je  me 
suis  proposé  d'examiner. 

Supposons  qu'au  lieu  de  barrer  le  dernier  chidre  di- 
''p-ii  on  conserve  ce  diviseur,  et  qu'on  achève  la  divi- 
sion à  la  manière  ordinaire ,  c'est-à-dire  eu  abaissant 
successivement  un  chiffre  à  la  droite  de  r^  et  des  restes 
suivants.  On  obtiendra  ainsi  // — p  chillies  dont  je  re- 
présenterai l'ensemble  par  q\  tandis  que  j'appellerai  (] 
l'ensemble  des  chiffres  obtenus  par  la  méthode  abrégée, 
y  X  I  o"-/'  H-  7' 

sera  le  quotient  cherché  à  une  unité  près;  car  il  est  facile 
de  voir  que  la  démonstration  synthétique  de  la  division 
abrégée,  qui  se  trouve  aujourd'hui  partout,  s'applique 
à  fortiori  au  cas  où  1  on  achève  l'opération  par  le  procédé 
ordinaire  de  la  division. 

Toute  la  question  est  donc  de  tj-ouvir,  à  une  unité 
près,  le  quotient  </  qui  doit  avoir  n  —  p  (hilîres.  Et  il 
sullii   pourctl.i,  comme  nous  1  >Tvons  démontré,  de  con- 


(  io3  ) 
server  au  diviseur  n — p -{-  i  chiffres ■,  mais  d^^i  eu  a 
71  —  yy  -i-  3  :  on  peut,  par  conséquent,  en  barrer  un 
(et  même  deux)  5  et  si  l'on  trouve,  après  cette  suppres- 
sion ,  que  les  unités  de  l'ordre  le  plus  élevé  du  quotient  q' 
sont  de  l'ordre  n — p  -+- 1 ,  c'est  que  ce  quotient  est,  à  une 
unité  près,  lo""''  par  excès,  ou  lo""'' —  i  par  défaut, 
c'est-à-dire  que  le  quotient  cherché  est 

q  X  1  o"-P  +  I  o"~i'  —  I . 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  verrait  de  la  même  manière  que,  si  l'on  rencontrait 
ce  cas  singulier  en  cherchant  le  premier  chiffre  du  quo- 
tient, on  pourrait  affirmer  que  le  chiffre  des  dixièmes  est 
un  neuf,  et  qu'il  en  serait  de  même  pendant  tout  le  cours 
de  l'opération ,  si ,  au  lieu  de  conserver  au  diviseur 
d'entrée  deux  chiffres  de  plus  seulement  que  n'eu  doit 
avoir  le  quotient,  on  en  conservait  trois,  etc.,  etc.  (la 
somme  des  chiffres  du  quotient  étant  toujours  plus  petite 
que  cent). 


THEOREMES  SIR  LE  OUADRILATERE  RECTILIGNE5 

Par  m.   J.   MENTION. 


1.  Théorème.  Les  trois  circonférences  décrites  sur  les 
diagonales  d  \in  quadrilatère  complet  comme  diamètres, 
onf  un  même  axe  radical. 

Je  démontrerai  ce  théorème  en  me  fondant  sur  cette 
simple  observation  ,  que ,  s'il  existe  plus  d'un  point  de 
commune  puissance  par  rapport  à  trois  cercles,  les  cen- 
tres de  ces  cercles  et  tous  les  points  de  commune  puis- 
sance sont  respectivement  sur  deux  droites  perpendicu- 


^'' 
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laires  lu  m;  à  1  autre-,  la  seconde  est  1  axe  radical  commun 
des  trois  cercles. 

Soit,  en  ellet,  un  quadrilatère  complet  ABCDEF;  je 
décris  sur  les  trois  diagonales  BD,  AC,  EFles  demi-cir- 
conférences BID,  CKA,  ELF.  Alors,  les  droites  BI,  CK, 
LF,  hauteurs  du  triangle  BCF,  se  couperont  en  un  même 
point  H.  D'ailleurs,  à  cause  des  quadrilatères  inscripti- 
bles  BICK ,  BILF,  CKLF,  les  produits  HI .  BH ,  HC .  HK  , 
HF .  HL  sont  égaux ,  c'est-à-dire  que  le  point  H  est  de  com- 
mune puissance  par  rapport  aux  trois  cercles.  Or,  comme 
il  y  a  quatre  triangles  formés  avec  trois  des  côtés  du  qua- 
drilatère, il  y  aura  quatre  points  de  commune  puissance 
par  rapport  à  nos  cercles,  ce  qui  prouve  la  proposition. 


Mais  on  remarquera  que  robscrvalion  faite  ci-dessus 
met  en  évidence  d'autri-s  propriétés  du  quadrilatère  ;  aussi 
vais-jo ,  d'un  seul  coup ,  formuler  quatre  énoncés  : 

i'\  Les  trois  niih'cii.r  des  rliai^ona/cs  ri 'un  r/uadn7<i- 
ù'i'c  tiOmpJct  sont  en  Hs^ik  droite; 

9.".    Lrs  (iiintro  points  de  renmntrr  d<  s  hauteurs  des 


(   -05  ) 

iriangles  j ormes  sacccssh>enicnt  avec  trois  côtés  du  qua- 
drilatère, sont  en  ligne  droite  (*)  ; 

3".  La  ligne  des  points  de  rencontre  est  l'axe  radical 
commun  des  trois  circonférences  décrites  sur  les  diago- 
nales du  quarlrilatèrc  connue  diamètre  ; 

4".  La  ligne  des  points  de  rencontre  est  perpendi- 
culaire à  la  ligne  des  milieux  des  diagonales. 

2.  Autre  remarque  importante  :  le  cercle  circonscrit 

au  triangle  formé  par  les  diagonales  étant  orthogonal  à    / 
ceux  que  nous  venons  de  considérer,  son  centre  appar- 
tiendra à  la  ligne  des  points  de  rencontre  des  hauteurs. 

Coj'ollaire.  La  polaire  d'un  quelconque  des  six  som- 
mets du  quadrilatère  complet,  par  rapport  au  cercle  que 
déterminent  les  points  d'int(;rsection  des  diagonales,  ne 
peut  être  parallèle  à  la  ligne  des  milieux  de  celles-ci. 

Car  la  droite  qui  joint  ce  sommet  au  centre  du  cercle 
serait  perpendiculaire  à  la  ligne  des  milieux;  elle  serait 
donc  précisément  la  ligne  des  points  de  rencontre  des 
hauteurs,  ligne  qui  ne  peut  contenir  aucun  des  sommets 
du  quadrilatère,  à  moins  qu'il  ne  dégénère  en  trapèze. 

3.  Définition.  Deux  points  sont  conjugués  par  rapport 
à  unec  onique,  lorsque  la  polaire  de  l'un  d'eux  passe  par 
l'autre,  et  vice  versa. 

Lemmc  I.  Le  milieu  de  la  distance  d'un  point  au  point 
de  concours  de  ces  polaires  })ar  rapport  à  deux  cercles , 
appartient  à  leur  axe  radical. 

Lemnie  II,  Les  sommets  opposés  d'un  quadrilatère 
quelconque  sont  respectivement  conjugués  au  cercle  pas- 
sant par  les  points  d'intersection  de  ses  diagonales. 


(*)  Qu'il  me  soil  {icrmis  dédire  que  je  me  suis  eu  quelque  sorte  iui- 
posc  l'usage  des  transversales,  dans  la  solution  insérée  au  enmmencemeni 
<lu  tome  V  de  C(!  Keeueil  ,  (•«uiceiiiaut  re  sorond  énoucé. 


(   'o6  ) 

rHÉonÈME.  Dans  un  f/unrfri/atcrc  complet ,  deux  cou- 
ples de  sommets  opposés  étant,  conjugués  par  rapport 
à  un  cercle ,  d  en  sera  de  môme  à  l  ^ égard  du  dernier 
couple.  (Otto  Hesse.) 

Ainsi ,  je  suppose  un  cercle  M  pour  lequel  les  sommets 
opposés  (A,  C),  (B,  D),  par  exemple,  soient  conjugués, 
et  je  veux  montrer  que  les  sommets  E  et  F  seront  aussi 
conjugués.  Du  Icmme  I  il  résulte  immédiatement  que 
la  ligue  des  milieux  est  Taxe  radical  du  cercle  Mj  circon- 
scrit au  triangle  ayant  pour  côtés  les  trois  diagonales,  et 
du  cercle  M,  parce  que  les  polaires  d'un  sommet  relatives 
aux  deux  cercles  se  croisent  au  sommet  opposé.  Encore, 
d'après  le  lemme  I,  le  point  de  concours  des  polaires  du 
sommet  E  se  trouve  sur  une  parallèle  à  la  ligne  des  mi- 
lieux {*)  conduite  par  le  sommet  F  :  se  trouvant  déjà 
sur  une  seconde  droite  issue  de  F  (/e/n///eïl),  de  direc- 
tion différente  de  la  première  (voyez  corollaire,  art.  2), 
ce  point  de  concours  sera   précisément   le  sommet  F. 

C.  Q.  F.  D. 

Le  mode  précédent  de  démonstration  indique  ,  sur-le- 
champ,  une  propriété  commune  à  tous  les  cercles  dont 
les  extrémités  des  diagonales  d'un  c[uadrilalère  complet 
leur  sont  respectivement  conjuguées  :  ions  ces  cercles  ont 
la  ligne  médiane  des  diagonales  de  ce  quadrilatère  pour 
commun  axe  radical. 

Corollaire.  Le  théorème  subsiste  pour  une  conique 
quelconque-,  évident  pai"  la  méthode  projective. 


(^  *  )  On  alu'i'ijerail  le  ilicDiirs  en  appelant  mcdionr  la  li;;no  dos  niilionx 
lies  diajyonalns  d'un  qnadrilatèro. 


(   '07  ) 


SIR  LA  LIMITE  SIPÉRIEIRE  DES  RACINES  POSITIVES  D'I 
ÉQUATIORJ^ 

Par  m.   L.   GISCLARD, 

Professeur  au  lycée  de  Toulouse. 


Théorème,  y  =  f  {oc)  =  o  étant  une  équation  du  de- 
gré m^  si  X  =  Xq  donne  pour  f  (.r)  et  ses  différences , 
des  résultats  tous  positijs  j'o  5  ^/o?  ^^J^ov")  ^'"~\Toi 
je  dis  qu'on  aura  une  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives de  r  équation ,  en  prenant 

X  =  Xa  -^  {m  I  ) . 

Démonstration.  Ce  théorème  est  une  conséquence  de 
la  formule  fondamentale  du  calcul  aux  différences  finies 

y,  —  f{x„  +  z)—  y,  -\-  -  û  j„  -i-  ^    ^    ^       A- Jo  -f-  .  .  . 
I  I  .  o 

.      Z(Z-    l)...[z-(ffl-l)]  _ 

-] a    y^' 

1 .7..  .  .m 

Remarquons  d'abord  que  les  deux  membres  étant  du 
degré  m  par  rapport  à  z ,  cette  formule  sera  vérifiée  pour 
toutes  les  valeurs  de  z,  puisqu'elle  est  déjà  vérifiée  par 
les  valeurs  entières.  Si  donc  j^q  ,  Aj-q  5  A^JKo  >•••  9^"' J'o 
sont  positifs,  il  est  évident  que  si  l'on  prend  z  =  ni  —  i 
ou  une  valeur  plus  grande,  le  second  membre,  et  par 
suite  y  (xo  + -z)  sera  positif;  car  les  différents  coeffi- 
cients seront  tons  positifs.  Si  l'on  prend  z  <^ni  —  i,  un 
des  coefficients  au  moins  devenant  négatif,  on  n'est  plus 
sûr  que  f  [Xf^  -{-  z]  soit  positif. 

On  peut  faire  voir,  du  reste  facilement ,  que  lorsqu'on 
fait  décroître  indéfiniment  l'inlcivalle  des  substitutions, 
le  théorème  précédent  conduit  à  la  limite  des  racines  pn- 


(    io«  ) 
siiives  de  JNcwtoa.  F-n  ell'ot,  prenons  la  fbrmuli' t;énérale 

I     2.3 

c^jy"o  5  <^\7oi  ^*JKo)  •••   relatifs  à  riiilervaile  /i   varieront 
avec  /^;  ou  peut  écrire  le  second  membre  sous  la  forme 


//         I    2  \         n  )    li^         1.2.3 

,f"  h 


Faisons  maintenant  décroître  //  et  croître  // ,  mais  de 
manière  à  ce  que  // //  soit  constant:  on  aura,  quand  on 
supposera  h  infiniment  petit, 

/■(^„+/!)  =  j„+/(/'(o)+— /"(o)+...-h-^  f"'W), 
ce  qui  nous  conduit  à  la  limite  de  Newton. 


ÉIVOIVCÉS  DES  OllESTIOXS  DE  iMATHÉMATIOlES  PIUIPOSEES 
Al  CONCOliUS  rOlR  L'ÉCOLE  NORM.ILE,  1851 

(voir  t.  IX,  p.  361). 

l  •• 

Première  fjiK'st/of/ .  —  Hauf.  toute  é(|nali()n  de  la  foiiuc 

/(■r)  =  o, 

le  nombre  des  racines  positives  ne  peut  surpasseï-  le  nom 
lire  des  variations  (pu*  piésente  li:  premier  membre. 

Deiixiènu-  (jucji/io/i.  —  f/équalion  d  une  jtarabolc  i  ap- 
portée à  des  coordojinées  rectangulaire  est 

)•    —   2  .rv    +    .}•-     -     2)    -+■   I   --'   O.  ; 


(  ^"9  ) 

i".  Trouver,  par  une  méthode  quelconque,  les  luur- 
tlonuées  du  sommet ,  celles  du  foyei",  la  grandeur  du  pa- 
ramètre et  l'équation  de  l'axe  5 

2°.  Vérifier  les  résultats  par  une  seconde  méthode  in- 
dépendante de  la  première. 

Troisième  question.  —  Expliquer  comment,  lorsqu'on 
cherche  l'équation  de  l'ellipse  d'après  cette  définition  : 
(^uel  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  distances  à 
deux  points  fixes  est  constante,  on  trouve  une  équation 
qui  peut  représenter  en  même  temps  l'ellipse  ou  l'hyper- 
bole, suivant  que  la  grandeur  donnée  est  plus  grande  ou 
plus  petite  que  la  distance  des  deux  points. 

Nota.  On  n'insérera  pas  de  réponses  à  ces  insignifiantes  questions. 


NOTE  Sl]R  LA  THÉORIE  DES  LOGARITHMES; 

Par  m.  MOURGUE, 

Prolesseur  au  lycée  do  Marseille. 


De  simples  considérations  d'arithnétique  permetleni 
d'arriver  à  l'inégalité 


"8    \  '+   ,0'"*-'/  ^Q.IO"' 


et  d'en  déduire  une  limite  de  rerreur  commise  dans  lem- 
ploi  de  la  proportion  tabulaire. 

Admettons,  pour  un  instant,  1  inégalité 

(  I  -f-  a)""  <;  I  -{-  m  y.  { i  -h  a)'", 

dans  la([uell<^  m  désigne  un  nombre  cntii'r,  et  y.  un  nom- 
bre commensurable  ou  non. 


(  »1"  ) 

Si .  après  lui  avoir  donné  la  forme 


'"  -^     /w  (i  +  a)" 

on  pose 

I  -+-  a  =  V  I  o , 

il  en  résulte 

«>  »  ■ 

et,  par  suite, 

I  o  /;/  ' 

d  OÙ  Ion  déduit,  en  faisant  /;/  i=zy.io". 

V.o. 


10" 


< 


Mais,  dans  le  système  décimal  dont  il  s  agit  ici,  le  loga- 

9.10»/ —  j 

rithme  de     \j  \o  est  .  Dor,c 

9. 10" 


Cela  posé ,  on  a 


"=  \       io"^7  ^9. 10" 


log  (N  +  //)  —  log  >'  ■=  lo 


log  ( N  -h  2 // )  —  log  (jN  H-  //)  =  log 


NH-2// 


N  +  A    ' 
d'où 

N  H-  ^       ,      N  H-  2  /i 

log  -^ — '^^sirryi- 

(N  +  /0^  /  11'- 

=  loe-^: —  ., .  =  log    I   ' 


''N'H-2N/<         ^\        N'+2N//, 

Pour  une  même  valeur  de  //,  celle  dernière  quantité  di- 
minue quand  N  augmente,  et,  pour  une  même  valeur 
de  jN  .  elle  diminue  avec  A. 


(  1'»  ) 

Soient  uiainteuant  h  =  —   et  N  =  lo*,  on  aura 

lO' 


9. 10" 


Ainsi,    quand   un   nombre    jN        loooo  reçoit   des   ac- 
croissements successifs  éfifaux  à  ,  il  en  résulte,  pour 

°  100  '  ^ 

son  logarithme,  des  accroissements  correspondants,  dont 
les  valeurs  vont  en  décroissant,  et  deux  de  ces  valeurs 

consécutives  sont  égales  entre  elles ,  à  moins  de • 

Soit  i  le  premier  de  ces  accroissements;  le  second  sera 

compris  entre  i  ex  i -,   le  troisième  entre  i   et 

I  ,  . ,  .       .  I 

i  —  2 ■>  •  •  •  5  le  centième  entre  i  el  i  —  qq. 

9. 10"  ^^  9. 10" 

Donc,  si  le  nombre  N  croit  de  100  centièmes  ou  i  ,  la 

variation  A  de  son  logarithme  sera  la  somme  des  cent 

accroissements  précédents,  et  sera  compi^ise  entre  100/ et 

lOO.Qi,  I  ,  .     T 

100  / =^^' 1  c  est-a-dire  que 

2        9- 'o" 

ô. 100.00 

A  =   iOO  ? ^^5 

2.9. lO" 

en  désignant  par  Q  une  quantité  comprise  entre  o  et  1. 

De  même ,   si  le  nombre  N  croit  de  p  centièmes ,  on 
aura,  pour  la  variation  de  son  logarithme, 

2.9       10" 

On  déduit  de  là 


100  2 .9. 10" 

Or,  pour  ^  <^  100,  le  numérateur  est  inférieur  à  io\  el 

le  second  membre  est  plus  petit  que  — ^ ou 

^         ^         ^       18.10'  1,8. lo-^ 


(  I'^-  ) 

Ainsi  l'égalité  1.);=  A— ^  (iiii  ii  csi  auiit'  chose  (luc  la 
^  lOO       '  ^ 

proportion  Uiilcc ,  donne  ]V)ur  I)  une  valeur  exacte,  à 

5     , 
moins  de  -  d'une  unité  du  liuilièine  ordre.  Celle  limile 

9 

est  la  moitié  environ  de  celle  que  donne  l'algèbre,  comme 

on  le  voit  dans  Tinléressant  arliele  de  M.  Serret  (}).  3i). 

Passons  maintenant  à  la  démonstration  de  1  inéj^alité 
précédemment  admise. 

De  l'égalité 

(i  4-a)"'  =  (i  -4-  a)"'-'(i  +  a), 
on  déduit 

(  I  H-  a)'"     <^  (  I   -h  a  j'"-'  -f-  a  (  I  -1-  a  ,'", 
(,  4-  a)'"-'  <(i  -t-  a)'"-'  -1-7.(1-4-  zV", 

i  -\-  y.         <^  I  -f-  z(i  -1-  x)'"; 

d'où  ,  par  addition  , 

(l  4-  ^)"'<  1   +  '■''  ^  (l  -h  :<)'"• 


inBLIOGRAPIIIE. 


l~ous  les  ouvrages  annoncés  dans  los  Nomu-llcs  Annules  dv  Maihrniuiiqurs 
so  (rouvont  chez  liAciiixiEU ,  librairo,  quai  dos  .\ii^;nstins ,  rif). 


TnÉORÏîMKS    ET    PnOBLÎvMES    DE    GÉOMÉTRIE    ÉLÉMEKT^IHE  \ 

par  II. -Ch.  delà  Trémoire.  Seconde  édition  ,  entière- 
ment revue  et  corrigée  par  E.  Catalan,  docteur 
es  sciences,  etc.  In-8",  pages  Lr-347;  '4  planches. 
Paris,  i852.  [\q\v  Nouvelles  yJnualcs,  t.  II,  p.  5i5.) 

La  prcjuièrt!  édition  de  cet  ou\  iai;e  laissail  beaucoup  à 
désirer   sous  le   rapport   de    Tordre  cl   de  In  ((ualité  des 


(  i';^  ) 

matières-  on  y  remarquait  aussi  l'absence  de  plusieurs 
théories  importantes.  M.  E.  Catalan  a  bien  voulu  se 
charger  de  faire  disparaître  ces  imperfections,  et  nous 
croyons  qu'il  y  a  complètement  réussi.  Les  questions  ont 
été  disposées  dans  un  meilleur  ordre  :  quelques-unes , 
d'un  moindre  intérêt,  ont  été  supprimées  et  remplacées 
par  d'autres,  choisies  parmi  les  plus  ingénieuses  et  les 
plus  fécondes  de  la  géométrie  moderne. 

Ne  pouvant  faire  ici  une  analyse  que  ne  comporte  pas 
la  nature  de  l'ouvrage,  nous  indiquerons  sommairement 
les  principales  additions  dues  à  M.  Catalan;  elles  consis- 
tent dans  les  théories  suivantes  :  Transversales ,  po- 
laires, dwisi'on  harmonique j  axes  radicaux ,  centres  de 
mojefines  distances,  cercles  satisfaisant  à  des  condi- 
tions données,  isopériinètres,  polygones  gauches,  pro- 
priétés générales  des  polyèdres,  points  réciproques  et 
droites  réciproques,  plans  polaires,  plans  radicaux ,  cer- 
cles conjugués,  transversales  sphériques,  etc. 

Après  cette  énumération,  on  s'étonnera  que  l'ouvrage 
n'ait  que  347  P^§^^5  ^*  *ï^6  ^^^^'-  ^^  richesses  soient  ren- 
fermées dans  un  si  petit  espace.  L'explication  en  est  bien 
simple.  M.  Catalan,  cela  doit  être  bien  connu  de  nos 
lecteurs,  sait  unir  la  concision  à  la  clarté  (*).  D'ailleurs 

(  *  )  Nous  citerons  toutefois  un  passage  où  la  concision  paraît  nuire  à  la 
clarté  et  même  à  la  l'igueur  du  raisonnement.  Voici  les  paroles  de  l'au- 
teur : 

"  Remarquons  d'abord  qxx'avcc  des  côtés  donnes,  on  peut  toujours  former 
un  jwljgono  conveoce  inscriplihle  à  une  certaine  circonférence  ;  et  ton  n'en 
peut  foi  mer  qu'un. 

1)  En  effet ,  si  dans  une  circonférence  donnée ,  on  prend  des  cordes  suc- 
cessives ,  respectivement  égales  aux  côtés  donnés ,  l'extrémité  de  la  dernière 
tombera  en  deçà  ou  au  delà  du  point  de  départ,  suivant  que  la  circonfé- 
rence sera  trop  grande  ou  trop  petite.  Or  il  y  a  des  circonférences  de 
foutes  les  grandeurs  ;  donc  il  en  existe  une,  et  une  seule,  telle  que  l'extré- 
mité de  la  dernière  corde  coïncide  avec  le  point  de  départ.  » 

Nous  n'accordons  pas  que  l'extrémité  de  la  dernière  corde  tombe  au  delà 
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(  "4  ) 

lien  ne  simplifie  la  scieiui'  comme  I  emploi  des  mélhodes 
gént'rales.  On  lrou\era  dans  le  livre  des  qu»'slions  eélèhies 
auxquelles  on  avait  autrefois  consacré  de  longs  Mémoires, 
et  dont  la  résolution  tient  aujoiu'd'liui  tout  entière  en 
(pielques  lignes. 

JNous  terminerons  en  indiquant  ;i  l'auteur  quelques  su- 
jets dont  il  pourrait  eniiehir  une  nouvelle  édition  de  son 
ouvrage.  \>u  choix  convenable  de  questions  prises  dans 
la  géométrie  de  la  règle  et  dans  celle  du  compas  serait , 
je  crois,  de  nature  à  intéresser  une  certaine  classe  de 
lecteurs.  T Cn  dirai  autant  tle  la  décomposition  des  figures 
é<|ui\  alentes  en  parties  superposables  ,  genre  de  problèmes 
qui  donne  lieu  à  d'ingénieuses  combinaisons.  [Noiivclh  s 
Annales,  tome  VI.  page  4>M')  ï^--   Proi  het. 


(QUESTIONS. 


251.  Placei  les  huit  premiers  nombres  sur  une  même 
ligne,  de  telle  sorte  qui'  la  dillérence  de  deux  quelcoiujues 
de  ces  nombres  ne  soit  pas  égale  à  la  <lillérence  de  leurs 
rangs  dans  la  lign.e.  Combien  existe  t-il  de  dispositions  de 


du  point  (le  d(!i)arl,  par  cola  seul  que  la  circoiirérence  est  tr(>|i  jiotito.  V.u 
eflel,  soit  un  cercle  partaj^o  en  deux  segments  inégaux  par  une  corde  Aîî. 
Dans  le  jilus  petit  des  segments,  à  partir  tlu  point  R,  inscrivons  phisieur'^ 
cordes  successives  dont  la  dernière  se  termine  on  t.,  en  dc(;à  du  point  A. 
Cela  posé,  la  droite  .■\B  restant  fixe,  si  l'on  fait  varier  le  rayon  du  cercle, 
U"  point  L  se  rapprochera  du  point  V  si  le  cercle  atignicnir.  ol  s'en  t'ioipiiii n 
si  le  cercle  diniiruc. 

La  grandeur  du  corcle  n'est  donc  pas  la  seule  clioso  i|ue  l'on  doive  cou 
sidérer  ici;  il  faut  en  outre  avoir  égard  à  la  manière  dont  le  cenfn  r-st 
situé  par  ra|)porl  à  un  côte  supjiose  fixe. 

Voir  les  Mouvellf!:  Annales,  lonie  l\  ;  page  \'.Uf. 


(ii:,  ) 

ce  genre/ 

17582463 

est  une  de  ces  dispositions. 

Placer  sur  un  échiquier  huit  reines,  de  manière  que 
aucune  d'elles  ne  soit  en  prise  à  l'une  des  sept  autres? 
La  solution  est  une  conséquence  de  la  précédente. 

(K.  Lio:^iSET.) 

252.  En  étant  les  doubles  du  jeu  ordinaire  du  rlouiùm, 
il  reste  vingt  et  une  pièces.  On  peut  ranger  ces  vingt  et 
une  pièces  sur  une  seule  ligne  en  se  conformant  à  la  règle 
connue  du  jeu.  De  combien  de  manières  cet  arrangement 
est-il  possible  (*)? 

253.  Etant  donnés  deux  cônes  de  révolution  autour  du 
même  axe  ;  un  plan  tangent  au  pi^emier  cône  coupe  le 
second  cône  suivant  une  conique,  et  un  plan  tangent  au 
second  cône  coup;'  le  premier  cône  suivant  une  seconde 
conique.  Une  de  ces  coniques  est  égale  à  la  focale  de 
l'autre  conique. 

On  nomme  focale  d  une  conique  le  lieu  géométrique 
de  ses  foyers  situé  dans  l'espace.  (Aachette,  NouveUes 
Annales,  t.  I,  p.  417)  (Dieu.) 

2o4'.  Soient,  dans  un  même  plan, 

A,  B,  C,  trois  points  situés  sur  îa  droite  X, 
A',  B',  C,  trois  points  situes  sur  la  droite  X', 
A",  B",  C",  trois  points  situés  sur  la  droite  X". 

Eoimons  un  svstème  de  neuf  droites 

[  A' A",   B'B  ',  C'C", 

(i)  I  A"A,    B"B,    C"C, 

(  AA',     BB',     ce, 


(  ')  Question  combinatoire  diflicile  qiio  nous  .-wons  v.unpineiit  proposé 
n  plusieurs  analystes  distingues. 

8. 


(  >'^'  ) 

où  AA'csl  la  (lioili-  (|iM  passe  pai'  les  points  A  cl  A',  el 
ainsi  des  antres. 

Formons  eneoie  un  svslènie  de  neuf  points. 

I  B'B".C'C",   C'C'.A'A",  A'A".B'B", 
(2)  )b"B.C"C,     C"C.A"A,     A"A.B"B, 

(  BB'.  ce/,      ce.  A  A'.      AA'.  BB', 

où  B'IV.  CC"  est  le  point  crinterseetion  des  droites  B'IV 
et  C'C^  etc. 

Si  les  points  de  lune  (jueleonque  des  eolonnes  verticales 
sont  en  ligne  droite  ,  les  points  des  deux  atitres  lignes  ver- 
ticales sont  aussi  en  ligne  droite;  les  trois  droites  se  ren- 
contrent en  un  même  point,  et  les  trois  droites  X',  X",  X'" 
se  rencontrent  aussi  en  un  même  point.  La  réciproque  a 
lieu. 

Soient,  dans  un  même  plan, 

A,  B,  C,  trois  droites  concourant  ail  point  X, 
A',  B',  C,  trois  droites  concourant  au  point  X', 
A",  B",  C",  trois  droites  concourant  au  poiut  X". 

Formons  un  système  de  neuf  points,  tableau  (i),  où  A'A'' 
est  maintenant  le  point  d'intersection  des  droites  A'  et  A", 
et  ainsi  des  autres. 

Formons  encore  un  système  de  neuf  droites,  tableau  (2), 
où  R'IV,  CC"  est  maintenant  la  droite  qui  passe  par  les 
points  B'B"  et  CC",  etc.  Si  les  droites  de  lunecpudconque 
des  colonnes  verticales  concourent  en  un  même  point,  il 
en  sera  de  même  des  droites  des  deux  autres  colonnes  ver- 
ticales^ les  trois  points  de  concours  sont  sur  une  même 
droite,  et  les  trois  points  X,  X',  X"  sont  aussi  sur  une 
nu''me  droite.  La  réciproque  a  lieu. 

Donner  une  démonstration  géométrique  sans  ligui'cs  ou 
uiuî  démcmslralion  algébri(|ue  sans  calculs.      ((^wley.) 


(   1^7  ) 


MOYEM  DE  CALCILER  PROMPTEME^T  LES  RACIIVES  BINE 
ÉOllATIORl  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ,  Qlil  i\'A  AICINE  RACINE 
RÉELLE; 

Par   m.   KORALEK, 

Prot'esbcnr. 


1  .  La  résolution  d  une  équation  du  quatrième  degié 
revient,  comme  on  sait,  à  trouver  une  fonction  des  i-a- 
i'ines  qui  n'ait  que  trois  valeurs.  On  a  employé  trois 
genres  de  fonctions  :  i*^  (x,  -\-  x^  —  x^  —  -^4)5  c'est  la 
solution  d'Euler,  que  Lagrange  considère  comme  la  plus 
simple  [Résolut,  des  Equations  numériques,  note  XIll. 
p.  366;  troisième  édition,  1826).  1^  XiX<i-\- x^x^-^  c'est 
à  quoi  ramène  la  solution  de  Ferraris,  comme  Je  fait 
voir  M.  Serret  dans  son  excellent  Traité  d^ Algèbre  su- 
périeure, p.  218;  1849-  D&"s  cette  méthode,  on  n'a  be- 
soin de  connaître  qu'une  seule  racine  de  la  résolvante. 
3"  (.r,  -f-Xo)  (xs  H-  x,^Yi  c'est  le  j^'  de  Lagrange 
[Résolut,  des  Equations  numériques,  p.  264);  mais  il 
1)6  s'arrête  pas  à  cette  fonction  et  la  ramène  à  la  pré- 
cédente, XxX-i  -+-  .r;,Xv,  qu'il  désigne  par  u.  Or,  lorsque 
toutes  les  racines  sont  imaginaires,  il  est  plus  avantageux 
de  s'en  tenir  au  calcul  de  \'i' • 

Fn  effet,  soit 

,r'  —  2  nx^  ->r  b.v-  —  2  (\r  -+-  r/  =  o 

une  équation  que  Ton   suppose   n  avoir   aucuiH'   racine 
réelle;  les  racines  sont  donc  de  la  forme 

adzp/,    a' ±  fin- 
ies trois  valeurs  de  7^',  ou  de 
U,  +  ,rj)  (.r„  4-  X,) ,     (,r,  H-  x.)  (.r,  +•  x,) ,     (.r,  -h  .v^)  {x,  •+•  .r,) , 


(   "8  ) 
sont  doue 

4a7.',    (a  +  oc'y-h  (p  -H  8')-',    {y.  -t-  a')'  -h    p  —  p')-'. 

Ainsi  les  trois  racines  de  la  résolvante  sont  réelles, 
deux  sont  positives,  et  4«^'  est  la  plus  petite  de  ces  ra- 
cines. On  peut  obtenir  cette  résolvanti'  par  la  théorie 
connue  des  fonctions  symétriques^  mais  on  y  parvient 
plus  promptcment  à  l'aide  des  relations  newtoniennes , 
entre  les  racines  et  les  coefficients  de  l'équation.  Ces  re- 
lations donnent 

a    -f-  a'  =  a , 

a-'  H-  p  +  a."  -I-  p'-'  H-  4  aa'  =  /» , 

(a--'-+-  ^')(a'^-|-  p'-'l  =^/. 

Posons 

jr  =  ^«', 

la  deuxième  et  la  troisième  équation  donnent 

a  —  a'  a  —  a' 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  quatrième  équation ,  et  se 
rappelant  que   (a  —  a' Y  =  or  —  4 JS   on  obtient 

(i)  i6j'—  ^l)y''  +  {h-''\-/\ac  —  ^d)y  —  abc-\-al)d~{-c^=z  o, 

et  y  est  le  \  V  de;  j.agrange.  Cette  équation  ayant  deux 
racines  positives  doit  présenter  au  moins  deux  variations, 
ce  qui  établit  des  relations  d'inégalité  entre  les  coellicients 
de  Féquation. 

Soient    7i,  721  Ta  't-'s  racines  de  cette  é(|ualion   ran- 
gées suivant  l'ordre  ascendant  de  grandeur,  on  aura 

(a  -F  a')=  -f-  (p  -f-  p')-^--=  «■'  -f-  2J,  ■+  (fi  -  fi')-^==  4;  ., 

(a  -t-  a,)'  -I-  ( p  —  p')'  —  «'  +  ?'.>-.  +  ( P  +  P' ^' ---  l.r. ; 
don  Ton  déduit  les  valeurs  de  (3  et  /3   rn  fonrlion  des  tiois 
racines  ;),,   Ta,  .r^i- 


(  '»9  ) 
Ou  a  aussi 


On  a  trouvé  ci-dessus, 

62  _  (^  —  4ri)«  —  ^' 

p  — ;; a-  ; 

a  —  a 

(loin:  la  seule  valeur  de  }  i   suffit  pour  déterminer  (5  et 
aussi   [3'. 

Obsen'ation.   a  étant  réel,  on  a  toujours 

■•'  =  4' 

lorsque  les  quatre  racines  de  réquation  donnée  sont  ima- 
ginaires. On  a 


et ,  à  fortiori , 

4 

et,  de  même, 


^Yi       o-  +  iy', 


A^ï        (r -\ •>       ou      4  y.' 


=      2 


on  a 

pp'=  r,.  — j.. 
i'^^'    Exemple: 

x'  —  8 X'  ■\-  4^  x'^  —  8o X  H-  1 25  =  o , 
rt  nr  4  >    ^  =  4^  >    f  =  4"  5    (•/  =  I  25  ; 
tous  les  termes  de  la  résolvante  étant  divisés  par  i6,  on 
obtient 

y  —  21  »  '  4-  I  19/  —  195  -=  o, 
r,  =  3,     y.  =  5,      >-;,  =  i3, 
a    =^  3  ,      7.  '  --  I . 


(     '20    ) 

On  a  deux  inovciis  dv  trouver  (i  et  ji';  tliaciui  d  vn\  donne 

ilonc 

JT  =  I  dr  2  / ,     X  =  3  ±  4  '  • 

Nous  donnerons  dans  un  aulie  article  le  caractère  ana- 
lytique qui  fait  connaître  qu'une  équation  du  quatrième 
degré  n'a  aucune  racine  réelle  (*). 

Remarque.  La  résolvante  qui  correspond  à  la  fonction 

(x,  H-  x,  —  .r,  —  x>,y 
a  pour  racines 

4(«-H«'/s    _4((i-H[i'j%    -4(!i-^')% 

c  est-à-dire  une  racine  positive  et  deux  négatives.  Cette 
résolvante  est 

y  —  4(«^—  '3.b)y' 
+  i6  ( 3fl'  —  4  «-^^  +  6-  —  4 «f  —  4  rf)  r  —  8  («^4-  ab  —  c)^  =  o, 

et   elle  doit  ollrir  deux   permanences  et  une  variation; 
donc  on  doit  avoir 

ih'^fr      et      an'  ■^- b''';;:>  ^n-h  +  ^ac-ir  ^d , 

et  cette  résolvante  peut  évidemment  servir  aussi  à  trouver 
les  valeurs  de  a,  a',  (B ,  Ci'. 

Note  historiqtw  sur  b'ERiiAiiis  (Louis).  —  11  est  né  à 
Bologne,  le  i  février  i522,  d'iuie  famille  originaire  de 
Milan  et  cjue  des  événements  politiques  avaient  forcé  de 
se  réfugier  à  Bologne,  où  elle  était  tombée  dans  une 
triste  position.  Le  jeune  Ferrari  s  fut  envoyé  à  JMilan  . 
à  l'âge  de  quinze  ans,  et  entra  dans  la  maison  de  Cardan 
pour  y  vaquer  à  des  soins  domestiques.  Cardan  ayant  n^ 


(*)  Le  défaut  d'csparc  nous  oblige  de  supprimer  un  second  exemple 
(ii'i  l'hahile.  ralculalour  trouve  avec  i  »  décimales  exactes  les  racine»- 
iriiiie  éipialioii  dont  les  ((leflicieiMs  mil  i  ')  m  i  '  ilccimales. 


connu  des  dispositions  au  jeune  Feiraris  ,  le  fit  étudier  et 
se  l'attacha  comme  secrétaire.  Ses  progrès  dans  les  ma- 
thématiques furent  si  rapides,  qu'il  professa  ces  sciences 
à  dix-huit  ans,  et  découvrit,  n'ayant  que  vingt  ans,  la 
solution  des  équations  biquadratiques^  et  voici  à  quelle 
occasion.  Jean  Colla,  mathématicien  deBrixen,  avait  pro- 
posé cette  question  :  Trouver  trois  nomhres  en  progression 
continue;  on  donne  J a  somme  lo  des  trois  Tionihres,  et 
le  produit  6  du  j)renner  par  Je  second.  Algébriquement 
traitée,  la  question  conduit  à  une  équation  biquadrati- 
que,  que  Ferraris  parvint  à  résoudre  par  la  méthode  qui 
porte  son  nom  (*),  Le  cardinal  Hercule  Gonzague,  de 
Mantoue,  le  prit  sous  sa  protection  ,  et  le  fit  charger,  de 
lever  la  carte  du  Milanais  ;  cette  opération  fut  sa  prin- 
cipale occupation  pendant  vingt  années  consécutives.  Il 
fut  aussi  précepteur  du  fils  de  l'empereur  Ferdinand  P', 
devenu  empereur  sous  le  nom  de  Maximilien  II.  Ayant  ra- 
massé une  certaine  fortune,  et  contrairement  à  l'avis  de 
Cardan,  il  i^etourna  à  Bologne  vers  i564,  et  y  mourut  en 
octobre  i565,  à  l'âge  de  quarante-trois  ans.  Ferraris  n'a 
rien  écrit ^  c'est  à  Cardan  que  nous  devons  de  connaître 
ses  découvertes  mathématiques,  et  une  Notice  biogra- 
phique [Card.  Opéra  oninia,  t.  IX,  p.  568;  édition  de 
Lyon,  i663).  Le  portrait  cju'il  en  trace,  très-flatteur 
sous  le  rapport  intellectuel  et  physique ,  laisse  beaucoup 


(*)  Cardanus.  Ars  magna,  cap.  XXXIX,  ijuest,  IV,  régula  II.  Voici  ses 
paroles  :  Alla  est  régula  nohilior  prœcedcnli-  cl  est  Ludovici  de  Ferrariis  qui 
t'am  me  rogaiiti-  invcnit. 

La  règle  est  plus  détaillée  dans  l'Algèbre  de  Bonibelli ,  p.  35:?.  L'Algelra, 
opéra  di  Rafaël  lîomhelli,  dh'isa  in  Ire  lihri,  in  fiolognn  pcr  Giovanni  lîosii  . 
i579,  in-^.  Cel  ouvrage  très-rare  existe  à  la  Hibliolhèque  nationale. 

Le  célèbre  professeur  de  Kœnigsberg,  M.  Otto  liesse,  élève  de  l'illustre 
.lacobi,  a  rattaché  les  i-ésidulions  des  équations  cubiques  cl  biquadraliqucs 
i(  la  théorie  des  délormiiKitits  ;  luuis  l'ei'ons  cnnnaitre  ces  solutions  remar- 
quables. 


(  '^^2  ) 

à  désirer  sous  le  rapport  moral.  On  soupçonne  sa  sœur 
.MaïU'leine,  veuve  et  son  unique  hérilièrc,  auprès  do 
laquelle  il  s'était  retiré,  de  l'avoir  fait  empoisonner. 
Cardan  dit  qu'elle  montra  peu  d'afflielion.  se  remaria 
quinze  jours  après,  et  fit  donation  de  tous  st;s  biens  à 
son  mari  :  la  diseorde  ne  larda  pourtant  pas  à  se  mettre 
dans  le  ménage,  et  le  mari  relégua  sa  femme  à  la  cam- 
pagne, où,  vieille,  elle  traina  une  existence  malheureuse. 
Cardan  voit  là  une  juste  punition.  Toutefois,  cet  odieux 
soupçon  peut  n'être  pas  fondé*,  la  vie  désordonnée  de 
Ferraris  explique  très-naturellement  sa  fin  prématurée. 
(>ardan  dit  que  Ferraris  a  fait  un  tiavail  sur  les  Commen- 
taires de  César  et  sur  l'Architecture  de  Vitruve. 

Les  premiers  algébristcs  n'étaient  occupés  qu'à  trouver 
dv.s  nombres  pensés;  c'est  à  cette  occupation  qu'on  doii 
la  résolution  des  équations.  Comme  les  questionmnirs  ne 
pensaient  que  des  nombres  positifs,  on  rejetait  les  solu- 
îions  négatives  comme  inutiles  -,  de  là  le  nom  de  racines 
faussas,  que  Descartes  donne  encore  par  habitude  aux 
racines  négatives.  C'est  pourtant  la  Géométrie  de  Des- 
cartes qui  donna  la  première  signification  des  solutions 
négatives.  La  géométrie  contemporaine  parait  être  sur  la 
voie  de  nous  appreiidri-  l'emploi  pratique  des  i-acines  ima- 
ginaires. Cette  théorie  est  encore  enveloppée  de  nuages, 
et  son  introduction  dans  l'enseignement  présenterait  de 
grands  dangers  ;  mais  il  ne  faut  pas  la  dédaignei .  Kn  toutes 
choses,  le  dédain  est  un  mauvais  conseiller. 

On  trouve  deu  .  cpigrammes  de  i^'erraris,  l'une  en  grec, 
l'autre  en  latin  ,  dans  les  deux  poèmes  iln  sa\anl  milanais 
Conti  {^oë]);  fie  IJoris,  liher  nnus  (gre<  et  laliii);  de 
■  iMiio  libri  ]\  . 


(  123  ) 


THÉORÈME  Sl]R  LES  COMQIES; 

Par  m.   Paul  SERRET, 

Prol'esseur. 


Théorème.  <So/f  AOB  un  angle  fixe  cùconscrit  à  une 

ellipse;  et  soit  MN  ujie  tangente  à  cette  courbe,   telle 

que  la  portion  interceptée  MJN  entre  les  côtés  de  V angle 

fixe  AOB  soit  un  niininiwn    Les  deux  points  M ,  N  soTit 

également  distants  du  centre  C  de  la  courbe. 


0  M     A 

Ce  théorème  a  été  donné  par  M.  LiouviJJe.  dans  son 
tours  au  Collège  de  France,  en  même  temps  que  d'autres 
lliéor{'mes  généraux  sur  les  polygones  à  périmètres  mini- 
mum circonscrits  à  une  ellipse;  l'emploi  des  cooidonnées 
elliptiques  conduit,  ainsi  que  l'a  montré  M.  Liouville,  à 
des  démonstrations  très -élégantes  de  toutes  ces  propo- 
sitions. 

Le  théorème  énoncé  plus  haut  peut  aussi  se  démon- 
trer géométriqueraeni  d'une  ma  il  i  ère  siniph;,  .linsi  ([u  il 
suit  ; 

11  faul  faire  voir  (jue  la  droite  Cu  ,  qui  joint  le  centre  C 
de  la  conique  au  milieu    '/  de  MN  ,  est  perpeiuliculaire 


(  i'-'-4  ) 

Pour  le  déinorilioi.  |'obsci\c  que.  si  1  On  ^»as^c  de  la 
laiigenle  MjN  ,  correspoiulanl  auiniuimuin,  à  une  tan- 
gente iiifiaiment  voisine  -M'-V,  la  dilîércnce  entre  les  lon- 
gueurs MN  ,  M'jN'  sera  du  second  ordre  infiiihiienl  petit , 
et  cela  d  après  la  propiiété  fondamentale  commune  au 
maximum  et  au  minimum.  iJonc.  aux  infiniment  petits 
du  second  ordre  près,  on  aura  MjN  =  M'JN' ;  donc  le 
point  h^  où  MJN  touche  la  conique,  sera  le  point  où  la 
droite  M^i,  de  longueur  constante,  inscrite  dans  Tanglc 
AOB,  touche  son  enveloppe.  Donc,  d'après  la  théorie  des 
centres  instantanés  de  rotation,  si  l'on  mène  par  MiN  des 
perpendiculaires  respective-  à  OlNl,  O^N  .  perpendicu- 
laires qui  se  coupent  en  I,  I //  sera  perpendicxdaiie  à 
MN.  Mais  il  est  facile  de  voir  que  la  droite  \h  ainsi 
construite  passe  par  le  sommet  O'  du  parallélogramme.' 
OMO'N,  construit  sur  les  côtés  OM,  ON.  Donc,  si  1  on 
abaisse  du  point  O,  O//'  perpendiculaire  sur  MJN  ,  le  mi- 
lieu a  de  hh'  coïncidera  avec  le  milieu  y.  de  MNi. 

Cela  posé,  si  nous  construisons  la  droite  lieu  des  cen- 
tres des  coniques  inscrites  dans  Tangle  AOIÎ,  et  louchant 
MN  au  point  /i,  nous  trouvons  que  cette  droite  passe  par 
u  et  qu'elle  est  perpendiculaires  à  MN.  ('ar,  d'après  le 
théorème  de  M.  Gergonnc ,  cette  droite  doit  passer,  i"  par 
le  point  a  milieu  de  MN;  i^  par  le  [loinl  v  milieu  de  la 
<1roiteO/i.  Or,  v  étant,  par  définition,  le  milieu  de  OA, 
et  u.  étant,  comme  nous  l'avons  démontré,  le  milieu  de 
Idi' ^  la  droite  p.v ,  lieu  des  centres,  est  [)arallèle  à  0/«, 
(r'est-à-dire  perpendiculaire  à  MÎN .  Doul-  le  centre  C  de 
la  conique  considérée  se  trouvant  sur  cette  droite  y-v  per- 
pendiculaire au  milieu  de  MN,  le  théorème  est  démontré. 

lieninrqiie.  Quand  la  conique  inscrite  dans  l'angle  AOM 
est  une  parabole,  le  théorème  précédent  ne  s'appliqm 
plus;  mais  la  méthode  qtw  j'ai  suivie  pour  ledémontier 
rondnit  encore  au  résultai  ;  c;ii  la  conrlilion  du  mininuini 


(  1^5  ) 

est  toujours  que  la  droite  O'A  soit  perpendiculaire  à  MjN. 
Mais  l'on  sait  que  (*),  pour  la  parabole,  le  soii  met  O' 
du  parallélogramme  construit  sur  OM  et  ON,  est  sur  le 
diamètre  passant  par  le  point  de  contact  h  de  MN.  Donc 
le  diamètre  correspondant  à  la  tangente  à  segment  mini- 
mum est  perpendiculaire  à  cette  tangente.  Donc  : 

Théokè:me.  Un  angle  Jixe  étant  circonscrit  à  une  pa- 
rabole, (le  toutes  les  tangentes  à  la  courbe,  la  tangente 
au  sommet  est  celle  qui  laisse  dans  l'angle  fixe  un  seg- 
ment minimum  (**). 

M.  Liouville  a  donné  aussi  le  théorème  suivant  : 
Théouème.  Etant  donné  un  angle  fixe  AOB  circon- 
scrit à  une  ellipse,  soit  JMN  une  tangente  à  la  courbe,  et 
telle,  que  la  somme  des  segments  MO  4-  NO  quelle  dé- 
termine sur  les  côtés  de  l'angle  fixe  soit  un  maximum; 
F,  ¥'  étant  les  deux  foyers  de  la  courbe;  on  aura 

FM,F'M  =  FN.F'IV, 

de  sorte  que  les  deux  points  M  et  N  seront  sur  une  même 
ellipse  de  Cassini  homofocale  à  l'ellipse  proposée. 

Démonstration.  On  verra,  en  elï'et  facilement,  que  le 
point  de  contact/?,  de  la  tangente  MN  qui  satisfait  à  la 
condition  du  maximum,  doit  être  le  point  où  la  droite 
MN,  se  mouvant  dans  Tangle  AOB  de  manière  que  la 
somme  OM -f- OiS  reste  constante,  touche  son  enve- 
loppe. 

Déterminant  le  point  h  par  cette  dernière  condition, 
on  arrive  à  cette  égalité 

(i)  MA.MO  =  N//NO,      ou      '^^^'•MQ        ^ 

•    '  IN  A  .  NO 


("  )  On  le  voit  d'ailleurs  immédiatement  sur  la  fiffure,  puisque  O'  h  est 
parallèle  à  jj.j  qui  représente  la  direction  dos  diamètres  do  la  parabole. 

"•)   Voir  tome  111,  p;tf;c  187  ,  §XIV. 


(  ^'^(i  ) 

D'un  aulrt;c6lé,  (jiicllc  <|Ut'  soii  la  taiigciilo  iM  N  ,  (tu  a 
M  // .  MO        FM  .  F  ISl 


(2) 


N//.NO  "'  FN.i-'N 


Comparant  (i)  cl  {•2),  il  m   rrsnllr  (|ur  Von  a.  pour  le 
cas  du  maximum  , 

FM.FiM' 

—  1  ,      on      FM.F'M  =  FN.FN. 


FN.F  N 


C.  Q.  F.  î).   (♦ 
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;  voir  t.  XI,  p.  Mi)  : 
Par  mm.  A.  DALLOT;  Casimir  REY  ,  élève  en  nialhi'inatiqiios  siipériemcs 
au  lycée  Louis-le-Graml  ;  HOIIIGHON,  élève  en  niathémathiues  siijié- 
rieurcs  au  petit  séminaire  d'iseure  (  prés  Moulins);  A.   1£\K1AM),  de 
Douai;  Aron  FRANK,  élève  de  Vinstitution  Coûtant  (•*). 


Un  nombre  pair  donne  étant  dceomposé,  autant  de 
fois  que  faire  se  peut,  en  deux  faeleurs,  1  un  impair 
(l'unité  comprise)  et  Tautre  pair;  la  somme  des  faeleurs 
pairs,  moins  la  somme  des  facteurs  impairs  correspon- 
dants, (\st  égale  à  la  somme  d<'  tous  les  diviseurs  de  la 
moitié  «lu  nombre  donné.  (Jacobi.) 

Il  est  évident  que  tous  les  diviseurs  impairs  du  nom- 
bre donné  peuvent  servir  à  une  décomposition.  Soit 
•i"\  a*'  Jr^ .  c? ce  nombre;  a.  A,  <■,...,  étant  des  fac- 
teurs premiers  impairs.  La  somme  de  ses  diviseurs  a 
pour  expression 

f  S  )    (  1+  2  +  ?.'-t-  .  . .  +  ?.'"  ) . 

'  n  —  I  h  —  I  c  —  I 


(*)  \oir  tome  III,  page  i8/|  ,  §  V.  Im. 

(**')  Ces  cinq  solutions  ne  diffèrenl  pas  osscniiollonicnl. 
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Pour  avoir  la  somme  des  diviseurs  impairs,  il  faut  re- 
trancher de  l'expression  (S)  tous  les  termes  dans  lesquels 
entre  le  facteur  2.  Il  reste,  après  la  soustraction. 

„'^+i_,   ^/5+i_,  cy^'  —  i 

^  (i  —   I  0 I  C I 

Les  diviseurs  pairs  correspondants  sont  ceux  du  nombre 
proposé  dans  lesquels  entre  le  facteur  2'";  ils  ont  pour 
somme 


'  a  —  t  b  —  I  r  —  I 

Retranchant  (7)  de  (2),  on  obtient 

„«+•_,     i/'  +  '_i    cZ-^'  —  i 

(  2"'  —   I  j  .  — 


—  I  b  —  T  c  1 

c'esl-à-dirc  la  somme  des  diviseurs  du  nombre 

■}.'"-'.  n"-  .bi^  .c'^  ..  .  , 
moitié  du  nombre  donné. 


MELAKliES. 


i.  Je  crois  utile  d'indiquer  un  ouvrage  qui  contient 
beaucoup  de  petits  procédés  pour  faire  de  grands  cal- 
<uis.  Cet  opuscule  a  pour  auteur  M.  Alexandre  Gossart, 
ancien  professeur  de  comptabilité,  etc.;  le  titre  est  : 
Siénarithmie,  ou  ahrêvidtion  des  calculs,  etc.;  in- 12  de 
1 16  pages  ,  i852.  (Se  trouve  chez  Bachelier.  ) 

L'auteur  recommande  de  faire  les  additions,  non  chilVri' 
à  chinVe.  mais  pai-  deux  chillies  à  la  fois;  c/csl  une  ha- 
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bilude  lacilc  à  prciitlie  i-l  t[ui  abiégc  bi-aucoup  :  il  vcul 
aussi  que  l'on  s'accoulurae  à  faire  des  additions  horizon- 
talement. Ce  sont  de  bons  conseils  à  suivre. 

2.  i\l.  le  professeur  De)ardins  indi(jue  la  courbe  sui- 
vante, pour  opérer  la  trisection  d'un  angle.  Soit  une  cir- 
conférejice  donnée;  C  le  centre  et  P  un  point  fixe  sur  la 
circonférence.  Menons  le  rayon  quelconque  CM;  sur  le 
prolongement  de  CM  prenons  MM^  égal  à  la  corde  PM  ; 
le  lieu  du  point  M^  est  la  courbe  trisectrice.  En  ellct , 
l'angle  M^PiM  est  évidemment  le  tiers  de  l'angle  M^PC. 
Cette  courbe  étant  tracée  peut  servir  à  tiercer  un  angle 
(l'oir  t.  X,  p.  297)- 

3.  Aucune  biographie  ne  dorme  les  prenons  de  \  an- 
dermonde.  M.  Chasles  possède  deux  autographes  du  cé- 
lèbre géomètre;  l'un  porte  ces  prénoms  :  Alexaiidrc- 
TlwopJiile.  Avec  lautorisation  du  savant  et  généreux 
professeur,  nous  publierons  un  de  ces  documents,  qui 
présente  un  intérêt  historique. 

■4.  M.  Ernest  de  Sécillon ,  élève  au  lycée  de  Poitiers, 
énonce  celte  proposition  : 

Dans  un  quadrilatère  gauc/ic  ABA'B',  les  côtés  op- 
posés AB,  A'IV  étant  égaux ^  les  plans  menés  par  les 
Diilieux  des  côtés  KA!-^  BB'  respectivement  perpendicu- 
culaires  à  ces  côtés,  se  coupent  toujours  suivant  la  même 
droite,  rpiclle  que  soit  la  longueur  de  \V>. 

Et  il  se  seit  de  cette  proposition  pour  mener  un  plan 

langent  à  la  surface  engendrée  par  une  dioile  de  longueur 

donnée  inscrite  entre  deux  directriec-s  fixes,  le  plan  étant 

mené  par  un  point  pris  sur  la   surface  (voir  Nouvelles 

■/ anales,  t.  V,  p.  364  et  365). 

5.  Nouvelle  Théorie  des  proportions  et  progressions 
harmoniques,  avec  ses  applications  ii  la  Géométrie  j  par 
M.  Norzewski  Roch.  Paris,  i85:>.  ;  in-8",  60  pages;  deux 
planches  lilhographiées.  (Se  trouve  chez  Ba«helier.) 
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Chez  les  Grecs  et  jusque  dans  le  moyen  âge,  on  s'est 
occupé  des  propriétés  arithmétiques  et  géométriques  de  la 
proportion  harmonique.  Ces  propriétés  sont  devenues  la 
base  de  cette  belle  géométrie  segmentaire  qui  est  si  culti- 
vée de  nos  jours ,  et  que  l'ignorance  prétentieuse  veut 
repousser  de  l'enseignement.  Il  faut  donc  savoir  gré  à 
M.  Roch  de  résister  à  cette  répulsion  vandale ,  et  de  cher- 
cher, au  contraire,  à  répandre  la  théorie  proscrite.  L'au- 
teur pose  la  proportion 

a  ',  b  ;:  c  :  a  -h  i>  -\-  c  ; 

c'est  la  proportion  harmonique ,  qui  devient  continue 
lorsque 

b  =  c     et  alors     b  =  a  [i  -+-  yâ). 

Mais,  généralement,  on  peut  supposer  h<ic.  L'auteur 
se  sert  des  dénominations  suivantes  : 

-  =  rapport  normal , 

-  :=  rapport  harmonique, 
a 

c 

-  =  rapport  moyen. 

Les  relations  entre  ces  trois  rapports  donnent  lieu  à  vingt- 
neuf  théorèmes  et  à  treize  problèmes  5  la  progression 
fournit  sept  théorèmes.  Les  applications  géométriques 
concei^nent  les  transversales,  puis  des  systèmes  de  droites 
et  aussi  les  circonférences.  Cette  nouvelle  Théorie  ne 
diffère  de  la  théorie  très-ancienne  que  par  l'emploi  du 
procédé  algorithmique.  L'exposition  paraîtra  peut-être 
peu  expéditive.  La  géométrie  segmentaire  ne  roulant  que 
sur  des  produits  de  rapports,  il  est  à  regretter  qu'on 
n'ait  pas  parlé  des  produits  (itdiarinoniques  et  des  signes 
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de  CCS  [uoduils-  signes  dont  la  cousidéraliuii  a  été  mise 
en  relief  par  le  célèbre  professeur  de  la  Sorboniie ,  dans 
lo  cours  dont  la  publication  est  si  géncraloment,  si  vive- 
nienl  désirée. 

0.  Maîtrises  es  arts.  L'année  d'examen  pour  l'Ecole 
Polytechnique  doit  être  entièrement  et  uniquement  con- 
sacrée aux  sciences  exactes,  aux  sciences  physiques  et  aux 
exercices  graphiques.  C'est  trop  de  faire  subir  en  même 
temps  aux  jeunes  gens  des  examens  sur  l'histoire,  les 
langues,  la  géographie,  la  cosmographie^  c'est  trop  de 
beaucoup.  Cette  accumulation  de  travaux  peut  avoir  des 
suites  funestes  pour  la  santé  et  même  pour  rinlclligencc. 
On  devrait  établir  un  grade  universitaire  dilTérenl  du 
baccalauréat.  Cette  maîtrise  es  arts  ne  constaterait  que 
les  connaissances  littéraires,  linguistiques,  géographi- 
ques ,  etc.,  sulTisanles  pour  des  candidats  qui  se  destinent 
aux  écoles  du  Gouvernement.  L'examen  poui-  l'obtention 
de  ce  grade  aurait  lieu  une  année  ou  deux  avant  rexamen 
d'admission  aux  écoles.  Ce  moyen  rendrait  l'instruction 
plus  solide  et  soulagerait  les  élèves  et  les  examinateurs. 
En  résumé,  séparez  les  examens  et  ne  les  accumulez  pas. 
Prenez  en  considération  les  connaissances  linguistiques, 
mais  n'y  afïeclez  pas  des  coejjicienls.  JNapoléon  le  Grand, 
n'ayant  pas  eu  d'aptitude  pour  les  langues ,  n'aurait  été 
admis  dans  aucune  de  vos  écoles.  Et,  à  tout  prendre, 
l'équitalion,  l'escrime,  etc.,  sont  plus  utiles  à  un  mili- 
taire que  de  savoir  expliquer  Schiller.  On  ne  saurait  troj) 
insister  sur  la  parfaite  connaissance  de  la  langue  na- 
tionale. In  idiome  étranger  est  un  accessoire  (|u'il  faut 
apprécier,  mais  laisser  hors  de  la  balance. 
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CONCOIRS  D'AGRÉGATION,  ANNÉE  1847; 

Par  m.  dieu, 

Agrégé,  docteur  es  sciences. 


COMPOSITION  D  ANALYSE. 


Cycloïdes  allongées  et  raccourcies .  —  Tangentes .  — 
Normales .  —  Rayons  de  courbure.  —  Développées . 
—  Arc.  —  Segment. 

I.  Cycloïdes  allongées.  —  Soient  R  le  rayon  du  cercle, 
G  le  point  intérieur  qui  engendre  la  cycloïde,  et  «  la 
distance  de  ce  point  au  centre  C  (*). 


L'axe  des  x  sera  la  droite  fixe  sur  laquelle  le  cercle 
roule,  et  l'axe  des  y  la  perpendiculaire  menée  à  cette 


(  '  )  Cet  article,  de  même  que  le  suivant,  jusqu'aux  rayons  de  courbure, 
sera  facilement  ^mipris  par  les  élèves  de  mathématiques  spéciales.  La 
figure  se  rapporte  au  cas  de  «  <2. 
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dioile  par  la  posiliou  A  de  G,  où  il  en  est  à  la  dislance 
minimum  R  —  a. 

Il  est  évident,  à  priori,  que  la  courbe  est  indéfinie  et 
comprise  entre  les  droites  L  et  L',  dont  les  équations  sont 
\  =ViZ^a\i  et  que,  le  cercle  roulant  dans  le  sens  des  x 
positives,  G  s'éloigne  de  L  en  partant  de  A,  atteint  1. 
en  S  où  :c  =  ttR,  puis  revient  sur  L  en  A,,  après  avoir 
décrit  SA,  symétrique  de  SA  par  rapport  à  Tordon- 
née  SP. 

M(x,  y)  étant  un  point  quelconque  de  lare  ASAj, 
qu'il  suffit  d'étudier,  et  jN  le  point  de  contact  correspon- 
dant du  cercle  avec  l'axe  des  j:-,  si  l'on  désigne  par  9 
l'angle  MCN  (qui  peut  s'étendre  de  o  à  2  7:) ,  on  a  les 
équations 

(i)  0,- =  R  v  —  fl  sin  o     et      j  =r  R  —  rtcoscp. 

D'après  ces  équations,  y =R — a  pour  a)  =  o  etcp=27r, 
auxquelles  répondent  xz=o  eta:=27rR^  le  maximum 
de  j)^  est  j^  =  R  H- a  l'épondant  à  (p  =7:  et  x:=7rR5  enfin, 
X  a  des  valeurs  équi-diflérentes  de  71 R  ,  eX  y  des  valeurs 
égales  entre  elles  pour  des  valeurs  de  (j)  équi-difiérentes 
de  7r. 

Tangentes .  —  Les  équations  (i)  donnent 

Dy  X  =  R  —  a  ces  !j)     et     Dç,  r  =:  n  sin  cp. 

On  a  donc,  en  désignant  par  y' la  dérivée  D,  >%  et  po- 
sant R  =  «n , 


(2) 
d'où 


sin  (p 


Dv7'  = 


n  —  cos  y 

n  cos  tj(  — 


{n  —  coscp)'' 
Soit    ':>,    le    plus   pelil    arc  pusilil   tlf»iil    \v  cosinus   soil 
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-  ou  —5  et  soit  I  le  point  de  AS  coirespoudaut  à  cp  =  (j^i, 

pour  lequel  x  =K(fi  —  a  i  /  i  —  —  et  j^  =  R  —  a  — 
On  voit  que,  (jp  croissant  de  o  à  cpi,  D^j  '  est  positive  et 
y'  croissant  de  o  à     ,.    .   _  ..  ;  et   que,   ©  continuant  de 

croître  jusqu'à  n  ,D^  j'  est  négative  et^'  décroissant  jus- 
qu'à zéro.  Donc,  les  tangentes  en  A  et  S  sont  parallèles 
à  Ox,  l'arc  AI  est  convexe  et  l'arc  IS  concave  vers  Ox, 
et  il  y  a  une  inflexion  en  I. 

Normales.  —  La  normale  en  chaque  point  M  passe  par 
le  point  de  contact  correspondant  du  cercle  et  de  l'axe 
des  X ,  car  l'abscisse,  à  l'origine  de  la  normale,  est 

d'après  les  équations  (i)  et  (a). 

Cette  propriété ,  qui  est  commune  à  toutes  les  courbes 
engendrées  comme  les  cycloïdes  (  Nou\^elles  Annales, 
tomeX,  page  212),  conduit  immédiatement  à  l'équation 
dilïérentielle  des  cycloïdes  allongées , 

rir=-^      y^'y 

dont  l'intégrale  est 

R-    Y 


.r  =  R  arc  ces ^  qz  s^à-  —  (R  —  j)^ 

Rayon  de  courbure.  —  Le  rayon  de  coui^bure  en   M 
étant  désigné  par  p^  en  remarquant  que  D,.y^  =     ^      ? 


_i_R    (l+«^ 2rt  COS  (p  ] 


n  ces  ep  —  I 

il  faut  prendre  le  signe  -h   pour  les  arcs  convexes  vers 
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Ox,   et  le  signe  —  pour  les  ares  coneaves  ,  si  Ion  veut 

que  p  soit  positif),  p  est  évidemment  minimum  en  A  où 

(R  — «)'         .,         .   ^    .        ,     , 
(j)  =  o  et  p  =  ^ •>  et  11  est  intini  en  1  ou  n  eos  (^  =  i . 

L'équation  (3)  donne 

^  !_  T,      .  ,  ,(l+rt' —  2/ÎCOS<p)' 

D;,  p  :=  zt  R  sm  (!)  (/2  ces  ^  -^  n'  —  2)  ^ i-i-- 

^'^  ^^  ^  '^  (I—  rtCOS<p)' 

Sur  AI,   Dj;^  est  positive   (il  faut  prendre  le  signe  -h). 

Si  «  ^  2 ,  Dç;  p  est  négative  de  I  en  S  où  elle  change  de 

signe  à  cause  du  facteur  sin  (p  (il  faut  prendre  le  signe  — )  -, 

donc  p  est  minimum  au  point  S.  Si  «  <^  2  ,  D^  p ,  d'abord 

négative  quand  o  croit  à  partir  de  (p, ,  change  de  signe 

lorsque  ^  passe  par  la  valeur  cpj,  qui  est  déterminée  par 

Téquation 

2  —  «' 

COS  <f  =  1 


et  reste  positive  jusqu'à  ce  que  ^  atteigne  la  valeur  tt. 
puis  devient  ensuite  négative;  donc  p  est  minimum  en  un 
point  H  de  IS,  dont  les  coordonnées  sont 


=  R,.-„y/,-(^-|)-       et 


=  .(R-«- 


(double  de  l'ordonnée  du  point  I) ,  et  maximum  en  S. 

Déifcloppées.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  la 
développée  de  l'arc  ASAj  a  des  branches  infinies  dont  les 
asymptotes  sont  les  normales  aux  points  I  et  I,  (symé- 
triques de  I  par  rapport  à  SP),  un  point  de  rebroussc- 
ment  sur  le  prolongement  de  SP,  et,  cpiand  ti<i'^i  deux 
autres  points  de  rebrousseracnt  qui  répondent  à  H  et  à  H, 
(symétrique  de  H  par  rapport  à  SP). 

D'après  les  équations  (i)  cl  (2),  celle  de  la  normale  en 
M  esl 

i,  4  )       j  I  si  n  '!>  -I-  ar,  (  /?  —  COS  ip  )  —  R  <p  (  /?  —  ros  tp  )  ==  o  , 
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jr,  et  ji  étant  les  coordonuées  courantes.  Par  l'élimina- 
tion de  (f>  entre  cette  équation ,  et 
'  5)       fi  cosy  +  or,  sin  y  —  R  (  «  -}-  if»  sin  '^  —  cos  ij^)  =  o , 

<|ue  l'on  forme  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  premier 
membre  par  rapport  à  ip,  on  aurait  l'équation  de  la  dé- 
veloppée. Mais  cette  équation  est  très-coiupliquée ,  et  il 
serait  préférable  de  rechercher  la  forme  de  la  développée 
au  moyen  des  valeurs  de  x,  et^i  qu'on  tire  des  deux  équa- 
tions (4)  et  (5), 

/  n  —  cos'ij 

Xi  =:  R     «p sni  ¥ 

\  >l  cos  «  —  I 

et 

(«  —  cos^)'- 


r,  =  R 


«  cos  tf  I 


Ces  valeurs  donnent,  pour  les  points  de  rebrou ssemeiit 

îi  et  D,  j=^  R. 5  et  j^  =  R. ,  qu'il  est  facile 

de  construire;  et,  dans  le  cas  de  «  <^  2  ,  pour  le  point  de 

rebroussement  C  ,   x  =  R  cps  -I-  2  a  i  /  t  —  (  — j  ? 

y  z=  —  4(R  —  '^'n)'  ^^^^  ^^  comparaison  avec  les  coor- 
données de  H  montre  qu'en  ce  point  le  rayon  de  courbure 
est  triple  de  la  normale. 

On  voit,  du  reste,  par  ladiscussion  mcmede  la  cycloïde, 
que  la  développée  a  :  i"  une  branche  infinie  BR  ,  concave 
vers  O.r,  répondant  à  AI;  2"  une  autre  branche  infinie 
FV,  également  concave  vers  Ox,  répondant  à  IH  seule- 
ment si  /«  <^  2  ,  et  à  IS  si  //  2  ;  3"  lorsque  «  <^  2,  un 
arc  FD,  convexe  vers  Ox,  qui  répond  à  HS ,  et  dispa- 
raît quand  n  ~  2-  Fnfin,  on  remarquera  que  si  //  variait 

depuis  a  jusqu'à  i ,  les  points  F  et  F,  .  d'abord  réunis  sur 
SP  avec  1),  serai  ler.iif'nt  de  SP  rt   tcïidraienl   vers  A  et 
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A, ,  sur  Ox ,  en  même  temps  que  les  asymptotes  s'incli- 
neraient sur  Ox  et  tendraient  à  s'y  confondre. 
^rc.  —  On  a ,  en  désignant  par  s  l'arc  AM  , 


ds  ^  a  \/ 1-\-  n'  —  2  //  cos  (f  .d'f, 
d'où  ,  en  posant  (p  =  tt  ^—  2  (^ , 


ds 


=■  —  2afi-f-//)  l/i sin'  i/ .  d^ 


On  voit ,  d'après  cette  dernière  expression  de  ds ,  que  la 
rectification  de  la  cycloide  dont  il  s'agit  se  ramène  à 
celle  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  2a  [ti  -\-  1)  et 

2a  {n  —  i).  En  intégrant  depuis  -  jusqu'à  i|/,  .qui  répon- 
dent à  cp  =  o  et  à  ^,  il  vient,  par  une  notation  connue, 

et  conséquemment  l'arc  AS  est  exprimé  par 

2  sfn 


2  a  (  I  +  rt  ) .  E 

Segment. — Si  l'on  désigne  par  A  le  segment  OAMM', 
on  a 

dA  =  <7'(«  —  C0S(}>)'  d(f; 

et,  en  intégrant  de  manière  que  cp  =  o  donne  A  =  o,  il 
vient 

A  =  rt'     (  «'  -h  -  J  q)  —  2  «  sin  cp  H-  y  sin  2  ^     1 
d'où  il  suit  que  l'aire  OASA,  Oj  a  pour  mesure 

11.  —  Cycloïdes  raccourcies.  —  Le  point  G  est  hors  du 
cercle  C ,  de  sorte  que  n  <^i.  Toutes  celles  des  équations 
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précédentes  qui  ne  supposent  pas  '/  >  i ,  s'appliquent  ;  et 
nous  en  déduirons  brièvement  les  principaux  caractères 
de  ces  courbes  ,  qui  sont  encore  comprises  entre  les  paral- 
lèles k  Ox  dont  les  équations  sont 

j  =  R  m  fl  (  L  et  V 


Soient  cf'  et  fp"  les  valeurs  de  ip,  comprises  entre  o  et  -, 

qui  rendent  nulles  j^  et  x^  c'est-à-dire  qui  satisfont  aux 
équations  7i  —  cos  (p  =  o  et  «  cp  —  sin  (p  =  o  ,  et  dont  la 
première  (p'  est  moindre  que  la  seconde  cp",  puisque 
n  —  cos  (p  est  la  dérivée  de  n(f  —  sin  (j)  (théorème  deRoUe), 

Lorsque  (p  croit  de  o  à  (p',  j?  décroît  de  o  à  — a  (sinç' — ncf') , 
car  DpX  <^  o;  j  croît  de  —  {a —  R)  à  o,  car  D^y"^  o; 
et  j^'  décroit  de  o  à  —  oo  ,  car  Dçj'  <i  o.  On  a  donc  l'arc 
AB  touché  en  A  par  la  droite  L ,  en  B  par  une  parallèle  à 
Oj-,  et  concave  vers  les  deux  axes. 

De  cp  =  cp'  à  cp  =  7T,  X  est  d'abord  négative  jusqu'à 
(p  =  (jp",  ensuite  positive,  et  toujours  croissante,  car 
D.^x^  o;  y  croît  de  o  à  R  -f-  a  ,  car  D^y  !>  o  ;  et j^'  dé- 
croît de  l'oo  à  o,  car  Dpy'<^o.  On  a  donc  l'arc  BS  qui 
coupe  Oy  en  D,  dont  l'ordonnée  est  R  —  a  coscp",  touche 
L'  en  S,  et  est  concave  vers  Ox.  cf  continuant  de  croître 
jusqu'à  27:,  on  a  SBi  Aj  symétrique  de  SBA  ,  et  la  courbe 
romprend  une  infinité  de  parties  trllrs  que  AS  A,. 
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Le  rayon  de  courbure  esl  encore  évidemment  minimum 

A        •  1  («  — R)'         M  •  c 

en  A  ,  ou  sa  valeur  esl :  et  il  esl  maximum  en  î> , 

a 

ou  sa  valeur  est  ^ ?  car  IX  p  passe  du  posiiil  au  né- 
gatif quand  (j»  franchit  la  valeur  n  (c'est  le  signe  —  qu'il 
faut  prendre  devant  l'expression  de  p). 

J.a  développée  a  deux  points  de  rebioussement  I  et  F 
correspondant  à  A  et  S 5  elle  touche  l'axe  des  x  en  un  poini 
('orrespondant  à  B,  et  dont  l'abscisse  est  Xj  =  R(p',  ainsi 
(|U  en  un  point  symétrique  de  celui-là  par  rapport  à  SP; 
et  elle  est  partout  convexe  vers  Ox. 

Enfin,  on  remarquera  que  l'expression  de  A  fournit, 
par  exemple,  l'aire  de  OAB  -h  OBC  -\-  OCiNLM',  le  point 
M  répondant  à  la  valeur  que  l'on  donne  à  ^. 

ISote.  M.  Ch.  Forestier,  agrégé  des  sciences  mathématiques,  professeur 
iui  lycée  de  Brest,  a  envoyé  aussi  une  très-bonne  et  instructive  solution 
de  cette  question.  L'insertion  ferait  double  emploi  ou  interromprait  la 
suite  des  travaux  que  nous  devons  à  l'obligeance  de  M.  Dieu  ,  professeur 
à  Dijon,  qui  vient  d'être  nommé  professeur  à  la  Faculté  de  Grenoble. 

Tm. 


COIVCOIRS  D'AGIIEGATION,  AIV^EE  \U1 

Par  m.  dieu, 

Agrégé  ,  docteur  es  sciences. 


COMPOSITION    DE    MÉCANIQUE. 

Déterminer  le  rnoiiue/nent  d' une  sphère  /)esan te  ,  ho- 
inogènc,  sur  un  plan  horizontal,  en  ayant  égard  au 
frottement j  et  en  su/)posant  que  ce  mouvement  résulte 
de  certaines  vitesses  initiales  de  truuslalion  et  de  rota^ 
tiou  imprimées  à  la  sphère  d'une  manière  quelconque. 

.Nous  prendrons  le  rayf^n  de  la   sphère  pour  unité  de 


{  »39  ) 
longueur.  Sa  masse  sera  désignée  par  m;  et  le  plan  ho- 
rizontal sur  lequel  elle  roule  sera  celui  des  xy. 

Soient,  à  la  fin  de  la  durée  t.  comptée  depuis  le  com- 
mencement du  mouvement  : 

X ,  j  les  deux  coordonnées  du  centre  M  de  la  sphère  qui 
sont  variables  (le  z  est  constamment  égal  à  i)  ; 

C  le  point  de  la  sphère  qui  est  sur  le  plan  xj  i, 

II,  V  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  x  et  Aes  j 

de  la  vitesse  de  M,  dont  la  direction  est  parallèle 
/\ 

kxy; 

MA  Taxe  instantané  de  rotation  ,  et  a  ,  (S ,  7  les  angles 
qui  déterminent  sa  direction  ; 
'j)  la  vitesse  angulaire  autour  de  MA,  et/?,  «7,  /•  ses 
composantes  autour  des  parallèles  menées  de  M 
aux  trois  axes. 

La  vitesse  absolue  de  C  est  la  résultante  de  la  vitesse 
relative  de  ce  point  autour  de  MA,  dirigée  suivant  la 
partie  CD  de  la  trace  du  plan  CB ,  perpendiculaire  à  MA, 

sur  xj^  et  de  la  vitesse  du  centre  transportée  au  point  C. 
Si  cette  vitesse  absolue  n'est  pas  nulle  ,  à  l'instant  que  l'on 

considère,  la  sphère  glisse  en  roulant  sur  xy^  et  le  frot- 
tement fait  varier  le  mouvement;  tandis  que  si  cette 
vitesse  est  nulle ,  la  sphère  roule  sans  glisser,  il  n'y  a  pas 
de  frottement,  et  le  mouvement  ne  varie  pas.  Nous  sup- 
poserons d'abord  qu'il  y  a  un  frottement,  dont  nous  dé- 
signerons par  mX,  niH  les  deux  composantes  parallèles 
aux  axes  des  x  et  des  j. 

Les  équations  du  mouvement  du  centre  M  sont 

'0  ^-X,     ^'  =  Y, 

fit  fit 

(  ,\r  le  poids  de  la  sphère  r\   la  résislaîKc  du  plan  X}   se 
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détruisent;  et  celles  du  mouvement  de  rotation  autour 
de  MA  sont 

dr  2  dq  ,,  2  dp 

(^)        *  =  "•  5i  =  -'''  5;s-=^' 

,  j    •        1      f^l''     '^7     <^lp  1  ,,.  . 

car  les  produits  do    ,  -,  — ^,  ~-i  par  le  moment  d  inertie 
^  dt    dt     dr     ^ 

-=  ni  de  la  sphère  autour  d'un  diamètre ,  sont  les  moments 

des  couples  dus  aux  composantes  de  la  rotation  autour  des 
parallèles  menées  de  M  aux  axes  des  coordonnées ,  et  les 
moments  correspondants  de  la  force  de  frottement  appli- 
quée au  point  C  sont  o.  —  7?zX  et  m  Y. 
J.es  équations  (i)  et  (2)  donnent 

dr  dq         5  du         dp         5  dv 

dt  '  dt   ~  0.  dt  '       dt  2  dt  ' 

et ,  en  intégrant  depuis  t  =  o ,  on  a 

r  -^  ro  =  Q,       —  I  «y  —  ry„  )  =  -  (  M  —  M„  ) , 

«05  ^'o,  etc.,  étant  les  valeurs  initiales  de  u ,  i^,  etc 

Il  résulte  de  ces  trois  dernières  équations  que  :  Si  le 
Diouveinent  de  M  était  rectiligne  et  uniforme,  la  sphère 
tournerait  awec  une  vitesse  constante  autour  d'un  de  ces 
diamètres,  pendant  que  ce  diamètre  se  tiiouvrait  paral- 
lèlement à  une  certaine  direction.  En  effet,  on  aurait  par 
hypothèse  u  =  Uo  ^  u  =  Uq-^  par  suite ,  en  vertu  des  équa- 
tions (3) ,  (f  z=  f/of  p  ^  po-,  et  l'on  a  toujours  /•  =  /q. 

On  voit  facilement  que  les  composantes,  parallèles  aux 
axes  des  x  et  des  j  ,  de  la  vitesse  relative  de  (i  autour  de 
MA  ,  sont  —  q  cl  p  :^  celles  de  la  vitesse  absolue  de  ce  point 
sui\ani  les  iiiènics  axes,  snijl  dftnr ,  d'après  ce  qui  a  éh' 
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dit  plus  haut,  u — g  et  p'-}-/>'.  Or  la  direction  du  l'rot- 
tement  est  opposée  à  celle  de  cette  vitesse  ;  donc  on  a 
X Il  —  (/ 

ou  bien ,  en  remplaçant  q  et  p  par  leurs  valeurs  tirées  des 

équations  (3) , 

X         u  —  a 


Y        i>  —  h 

si  l'on  représente  par  a  et  h  (pour  simplifier)  les  con- 
stantes données 

7  *"  7 

D'ailleurs,  les  équations  (i)  donnent 
X       du 

donc  on  a 

du  dv 


u  —  a        «  —  b 
et,  en  intégrant  depuis  t  =i  o , 


(4) 

u  —  a        Uo  —  a 

,  —             .  —  const.  , 

c   0           ('o  —    O 

ou  bien 

X 

—  =  const. 

Ainsi ,  la  direction  du  frottement  est  constante.  Quand 
la  vitesse  de  C  ne  dépasse  pas  4  mètres  par  seconde, 
le  frottement  ne  dépend  que  de  la  pression  (expériences 
de  M.  Morin)  -,  il  est  donc  constant  en  grandeur  et  direc- 
tion, et,  par  conséquent, 

M  décrit,  an  moins  pendant  un  ccrlidn  temps,  et  en 
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général,   une  parabole  tangente   à   la   dircclion   de  sa 
vitesse  initiale. 

f  élani  le  coefficient  du  frolteniciit  el  g  la  gravité,  on 
a,  d'après  les  équations  précédentes, 

,  £, ,  fiu  u  —  rt         c/v  V  —  b 

(5)  7Ii=-^-ir-'     Jr  =  -^^'—y-' 


en  posant  \  =  \J[u  —  a^ -\- [i^  —  by  [«  —  a  et  r — A 
sont  respectivement  de  mêmes  signes  que  u  —  q  et  ^-hp-^ 
par  conséquent,  de  signes  contraires  à  X  et  Y,  et  V  doit 
être  considérée  comme  positive]. 

D'après  la  première  de  ces  équations,  du  et  u  —  a' 
sont  de  signes  contraires ,  de  sorte  que  la  composante  // 
augmente  ou  diminue,  suivant  qu'elle  est  moindre  que  a 
ou  plus  grande  que  a-,  et,  d'après  la  seconde,  on  peut  en 
dire  autant  de  i^  par  rapport  à  /?•,  u  et  r  tendront  donc 
respectivement  vers  a  et  b^  et  l'on  aura  en  même  temps 

u  =  a ,       I'  =  h  , 

puisque  T  est  constant  [équation  (4)J- 

Par  conséquent, 

Le  centre  M ,  après  as'oir  décrit,  en  général,  un  arc 
de  parabole,  continuera  de  se  moui^oir  avec  une  vitesse 
constante  suivant  la  tangente  menée  par  l'extrémité  de 
cet  arc. 

Vq  désignant  ce  que  devient  V  pour  //  =  //q  et  \'  =  l'o, 
il  résulte  de  léquation  (4)  ,  que 

u  —  u        II,,  —  a  •'  —  f)       l'u  —  ù 

~~y~  ~  ~\^r    *^*^       V    ~    v„   ' 

«•l  les  ('({ualions  (5)  reviennent  à 

(lu  «0  —  ('       fiv /•    *'"  —  ^ 
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Eu  intégiaiit  depuis  f  =:o,   on  a 

(6)  U  =  Uo—/g.  t,        ,.=z,,^—/g.—^t, 

"' 0  '0 

qui  donnent  pour  t  la  même  valeur  quand  on  y  fait  11  =  11 
et  w:=b,  . 

Si  cette  équation  donnait  ?  =  o ,  le  mouvement  de  M  se- 
rait immédiatement  rectiligne  et  uniforme;  mais,  en 
général,  Vo  ^  o,  et  ce  sera  lorsque  t  atteindra  la  valeur 

V 

77^  que  le  mouvement  de  la  sphère  changera  de  nature , 

comme  il  vient  d'être  dit. 

En  remplaçant,  dans  k^s  équations   (6),   u  et  p-  par 

(IjC  CtY 

—  et  —5  et  intégrant  de  manière  que  t=  o  donne 

•^  =  0,     j  =0, 
ce  qui   revient   à   prendre  pour  origine  le  point  où  la 
sphère  touche  d'abord  le  plan  xy^  on  a 

(7)  ..  =  „„, _-/^__,^    ,.  =  .„,__./  __,..j 

cl,  par  l'élimination  de  t ,  il  vient 

Y 

(8 )  [{«„  —  a)y  —  [i>„  —  b)  x]-  -+- -r  («l'o  —  biia}  {n„y  —  i>ox)  =  o , 

qui  représente  la  parabole  sur  laquelle  se  trouve,  jusqu'à 

t  :=  —•)  le  point  où  la  sphère  louche  xy  .  Pendant  cette 

première  partie  du  mouvement,  on  connaît  :  i"  les  deux 
coordonnées  de  M,  qui  sont  seules  variables,  par  Ict, 
équa'ions  (7);  ci"  les  composantes  // ,  v  dt-  la  vitesse  de 
M,  par  les  é(|ualions  (())  ;  !V'  les  composantes  p  et  fj  de  la 
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vitesse  angulaire  autour  de  l'axe  instantané,  par  les 
équations  (3).  La  vitesse  de  M  se  déduit  ensuite  facile- 
ment de  u  et  V  en  grandeur  et  direction ,  et  l'on  achève 
de  déterminer  le  mouvement  de  la  sphère  sur  elle-même 
par  les  formules 


0)  =  \fp^  -1-  ^2  _i_  rj  ,    ces  a  =  -  ,    COS  \i  =:- 


CCS  7  = 


Mouvement  rectiligne  de  M.  Les  coordonnées  du  point 

où  la  sphère  touche  xj,  quand  la  nature  du  mouvement 
change,   se  déduisent  des   équations   (7)    en    y    faisant 


Vo 

f  =  7;-  »  et  sont 

fs 


,      )■  — 

2/?  ?.  fg 


r»  =    Vu 

Pour  ?  ^    —  5  on  a 

>  2^ 


(t^ ^  —  A 


dt  '      dt 

d'où 

dx 


et  en  prenant  l'intégrale  de  cette  dernière  équation,  de 
manière  qu'elle  soit  satisfaite  par  les  précédentes  valeurs 
de  X  et  dey,  il  vient 


b  («fo—  ^«0)  Vo 

y  —  -X  -\-^ 


qui  représente  la  droite  sur  laquelle  se  trouve  le  point 
dont  il  s'agit  [on  vérifie  facilement  qu'elle  touche  la  para- 
bole de  l'équation  (8)]. 

La  vitesse  de  M ,  devenue  constante ,  est  représentée  par 
y/a'  H-  ir .  On  a,  avec  /•  =  i\  ,  qui  se  rapporte  aux  deux 
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parties  du  inouvenitiit, 

/'  =  — y— '    '/  =  ^ 

d'après  les  deux  dernières  équations  (3)5  et  l'on  conclut 
facilement  de  ces  valeurs  constantes,  celles  de  o)  et  de 
cosa,  cos(3,  cosy,  par  lesquelles  le  mouvement  de  la 
sphère  sur  elle-même  est  déterminé  dans  la  seconde 
partie. 

Enfin,  lorsque  z<o  =  ^5  ^'o  =  '^'5  les  trois  dernières 
équations,  qui  s'appliquent  depuis  le  commencement  du 
mouvement,  deviennent 

Ko 

Remarques,   i*^.   L'axe  instantané  de  rotation  restera 
/\ 
toujours  parallèle  à  xj^  s'il  est  d'abord  parallèle  à  ce  plan, 

car  riiypotlièse  /'o  ^=  o  entraine  que  /■=  o  [équation  (3  )]  ; 

a".  Le  mouvement  de  M  sera  tout  d'abord  recliligne, 

non-seulement  si  l'on  a  «o  =  «,  p^o  =  ^^i  mais  encore  si 

^,  a         h  ,  11 

1  on  a  —  =  -  =  //,  n  étant  un  nombre  quelconque,  ce 

"o  ''o 

qui  renferme  le  cas  précédent  pour  lequel  ji=zi.  En 
effet,  les  coefficients  de  ï",  dans  les  équations  (7) ,  devien- 
nent ainsi  proportionnels  à  ceux  de  f ,  et  l'élimination 
de  t.  conduit  à  itç^j  —  p-^  .r  =  o ,  que  Ton  peut  aussi  déduire 
de  l'équation  (8). 

Ce  mouvement  reste  uniformément  accéléré  jusqu'à  ce 

que  t  =  — - —  sir^  -\-  ^'„  ;  puis ,  passe  1  instant  marque  par 
cette  valeur  de  /,  il  devient  uniforme  et  sa  vitesse  est 

Le  cas  de  /7o  =  o ,  ^/o  =  o ,  c'est-à-di  re  dans  lequel  l'axe 

Aiin    (k-  Mathémat.  XI.  (Avril  1832. '•  Ki 
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iiislaîilaiié  fit;  i  utalioii  csl  cl  abord  verlical ,  se  liouve  euiii- 

5 
pris  dans  le  prcVédcut .  cl  il  répond  à  n  =  -  (*). 


SOLIJTIOM  DE  LA  OlESTION  181    (SinRHon 

(voir  t.  VII,  p.  157)  ; 

Par  m.   Th.   LOXUAY, 

Repétileiir  à  l'Éctilc  militaire  de  Rclfjiqiic. 


LV'noncé   doit  être   rectifié  de  la  manière  siii\anlc  ; 
Démontrer  la  formule 


(0 


2  log  (i  —  sin^  n  sin''  (f) 
sin-  a  sin^  ^ 


Jo         f^ 


1       r^       ^f 

=:IOi^COSr7    I  .  ."— ' 

,/,,     V  '  —  sin'o  sm'e» 


(*)  On  peut  voir,  pour  ce  problème,  le  Mémoire  de  J.-A.  Euler,  in- 
titulé: Recherches  des  mouvements  d'un  globe  sur  un  plan  horizontal  (His- 
toire de  rAi'adémie  de  Berlin,  année  lySS,  pages  o8/|  à  ;5,')!i) ,  et  la  Thèorir 
lies  effets  du  jeu  de  billard,  par  T..  Coriolis  (chap.  I",  pages  5i  ;i  77  V 


(   '47  ) 
Pour  démontrer  cette  formule,  oonsitléi oiis  seulement 
le  premiei'  membre ,  et  posons 

(2)  (1  — sin-«  sin^  <p)  (i  —  sin-Vr  sin- &>)  =r  cos-rt  ; 

d'où 

COS'  a 


Sin'  w 


s/i 


sni-  n  sm-  © 


Pour   (p  =  o,   on  obtient    0)  =  -,   et  pour  (j3=:-3  ou 

obtient  o)  =  o;  de  sorte  qu'après  la  substitution  de  (jp  en 
03,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i),  l'intégrale 
sera  encore  prise  entre  les  mômes  limites,  pourvu  que 
l'on  en  change  le  signe.  De  la  formule  (2)  on  tire 


d'où 


sm-  a  sm'  w 


fos  nd  w 


sin'«  sm^  w 


Remplaçant  maintenant,  dans  le  premier  membre  de  la 
formule  (i),  les  quantités  en  (p  en  fonction  de  celles  en  w, 
on  trouve,  en  simplifiant  et  en  changeant  le  signe  du 
second  membre. 


r 


I  —  sm-  a  sm' 


v/7 


sin'  a  sm-  (p 


-£ 


)(.g 


I  ~  sm^  a  sm'  w  y  ,  _  ^^^i  „  ^y^^  ^ 


Mais  on  peut.^  sous  le  signe  de  l'intégrale  définie,  chan- 
ger w  en  une  autre  quantité  variable  sans  modifier  le 
résultat:    changeons -v   o)   en    ^  et    simplifions,    on    en 

io> 


(     •'!«    ) 

lire 

/  '  ^  lot;  \  I  —  sin'  «  sin'  «p) 
J^        \  1  —  siri-V/  sin'<p 

r    /"7  ^/q)  .'^Tlog(i  — sin'rtsin'^)      "1 

?.  l«)g  cos  a  ==  —   I  , .—, —7-    ^V    ■' 

LJo     V  '  —  sin'  fl  sin'^      Jy        V  I  —  sm-  «  sin^y         J 

croù,  enfin  , 
/'■^logfi — sin-«sin'cp)  ,  ,  f^  <■/? 

I        -^  -  -    f/y  :zr  log  cos  rt^    j  - 

NOTE  SUR  LA  DIVISION  ABUÉGÉE: 

Par  M.  E.  LIONNET  (*), 

Professeur  au  lycée  Louis-le-Grand. 


1.  Troin>er  un  ou  plusieurs  cJu'J/'res  du  (juotient  d'une 
dïs'isi'oiï  dans  laquelle  le  dividende  et  le  diviseur,  entiers 
ou  décimaux ,  contiennent  un  nombre  de  chijj'res  limité 
ou.  illimité. 

Fourier  a  résolu  ce  problème  d'une  manière  ingé- 
nieuse en  donnant,  sans  démonstration,  une  règle  que 
nous  allons  reproduire  succinctement,  et  avec  une  modi- 
fication qui  a  pour  objet  d'en  faire  disparaître  une  inexac- 
titude. 

Faisant  abstraction  de  la  virgule  dans  les  /lombres 
proposés,  on  marque  un  ou  plusieurs  chiures  sur  la  gau- 
che du  diviseur,  et  l'on  convient  d'appeler  diviseur  dési- 
gné le  nombre  formé  par  ces  cluffrcs.  On  divise  le  divi- 
dende par  le  diviseur  désigné,  en   observant  la  même 

(*)  Par  une  méthode  cnipiiu\ue,  M.  Koralek  trouve  que  le  pro!>lème  de 
M.  l.ionuet  (p.  iif))  n'a  que  tiuatre-vin[;t-doiizc  solutions,  dont  douze 
seulement  sont  distincles. 


(  ^9) 
règle  que  pour  la  division  ordinaire  des  nombres  entiers . 
Toutefois,  avant  d'employer  uîi  dividende  partiel^  on 
lui  fait  subir  une  correction  qui  consiste  à  le  diminuer  de 
la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  le 
premier  des  chiffres  placés  à  la  droite  du  diviseur  désigné 
par  le  dernier  des  chiffres  obtenus  au  quotient,  le  second 
par  r avant-dernier^  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  employé  comme  nndtiplicateur  le  premier  chiffre  du 
quotient.  Pour  qu'un  chiffre  mis  au  quotient  soit  bon,  il 
sitffit  que  le  reste  correspondant  soit  au  moins  égal  à  la 
somme  de  tous  les  chiffres  obtenus  au  quotient.  Lorsque 
cette  condition  n'est  pas  remplie,  le  chiffre  du  quotient 
étant  douteux,  on  le  supprime  avec  le  reste  correspon- 
dant; on  marque  un  chiffre  de  plus  au  diviseur  désigné, 
et  Von  abaisse  à  la  droite  du  dernier  dividende  partiel 
corrigé  le  premier  des  chiffres  non  encore  employés  au 
dividende  proposé,  ce  qui  donne  un  nouveau  dividende 
partiel  auquel  on  fait  subir  la  correction  indiquée  plus 
haut,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  au 
quotient  le  nombre  de  chiffres  demandé. 

246,83579246.  .  .   I  ^,5386457. .  . 

'j1  1 2,5^ 

52,8 
1 ,0 


5i,8 
48,5 

3,33 
o,3i 

3,02 
2,9' 


Pour  fixer  les  idées  et  simplifier  la  démonstration  de 
cette   règle,   nous  supposerons   que   le  diviseur  est  un 


(  '^t>  ) 

nombre  décimal  dont  la  partie  entière  97  forme  le  divi- 
seur désigné,  que  le  dividende  est  un  nombre  décimal 
dont  la  partie  entière  246  contient  le  diviseur  désigné 
au  moins  une  fois  et  moins  de  dix  fois ,  et  nous  mettrons 
en  évidence  les  produits  qui  doivent  être  retranchés  suc- 
cessivement du  dividende.  Enfin  ,  nous  supposerons  qu'en 
observant  la  règle  précédente  ,  on  ait  obtenu  les  trois  pre- 
miers chiffres  du  quotient  qui,  dans  l'exemple  proposé, 
sera  2,53  ....  On  voit  alors  qu'il  suffira  de  démontrer  que 
2,53  est  le  plus  grand  multiple  de  0,01  contenu  dans  le 
quotient ,  ou ,  autrement ,  que  le  produit  du  diviseur  pro- 
posé d  par  2,53  est  contenu  dans  le  dividende  proposé  D, 
et  que  le  produit  r/  X  2,54  excède  D. 

Démonstration.  Pour  obtenir  le  reste  o.  1 1  par  la  règle 
précédente,  on  a  retranché  de  D  : 

1°.  Le  produit  97 ,  53  X  2 ,  en  négligeant  le  produit 

0,008...   X2<^0,02; 

2**.   Le  produit  97, 5xo, 5.  en  négligeant  le  produit 

o ,  o38 ...  X  o ,  5  «c^  o ,  o5  ; 
3".   Le  produit  97  X  o,o3  ,  en  négligeant  le  produit 

0,53.  .  .  X  o,o3  <^  o,o3. 

Donc,  en  désignant  par  P  la  somme  des  produits  ainsi  re- 
tranchés de  D,  on  aura 

n=:P-f-o,ii57...,     <'/X2,53>P 
et 

<-/  X  2 ,  53  <1  P  -+-  'o , o9.  -h  n , o5  -+-  o ,  o3  . 

Mais  on  a  ,  par  hypothèse , 

2  H-  5  -f-  3  :=    ou    «<^  1  I  , 

ou.   autrement, 

o , 02  -f-  o  , o5  -(-  o , o3  <![  o ,  I  I  ; 

'loMiw/ V  2,53  est  contenu  dans  D.  Dcplu.'»,  le  produit 
d  X  7.  ,54  =  '^^  X  2 ,53  -f-  '/  X  o  o  1  ; 


(  »^>'  ) 

or 

//  X  2 ,  53  >  P ,     r/  X  o ,  o  !  =  o ,  97  . . .  >>  o ,  1 1 57  .  . .  , 

puisque  le  diviseux-  désigné  97  excède  le  reste  1 1  de  la 
dernière  division  partielle  5  donc  enfin  le  produit  <:/^X  2 ,  54 
excède  D . 

Hemarqac.  La  démonstration  précédente  s'applique  au 
cas  particulier  où  Tun  des  restes  est  moindre  que  la  somme 
des  chiffres  du  quotient  qui  lui  correspond.  Alors  on  sup- 
pose que  le  dernier  diviseur  désigné  est  la  partie  entière 
du  diviseur  d. 

H.  On  voit,  pai'  ce  qui  précède,  qu'étant  donnés  deux 
nombres  entiers  ou  décimaux  contenant  un  nombre  limité 
ou  illimité  de  chiffres  ,  on  pouna  toujours  trouver  le  quo- 
tient de  leur  division  avec  autant  de  chiffres  exacts  qu'on 
voudra,  sans  avoir  égard  à  la  virgule  dans  aucun  des 
nombres  proposés.  Il  suflira,  dans  chaque  cas  particulier, 
de  commencer  par  déterminer  Tordre  des  plus  grandes 
unités  du  quotient  5  ensuite  on  multipliera  ou  l'on  divisera 
le  nombre  entier  obtenu  par  une  puissance  de  10 ,  telle  que 
le  premier  chiiire  significatif  à  gauche  exprime  des  unités 
de  cet  ordre.  Mais,  dans  un  grand  nombre  d'applications, 
on  a  besoin  de  connaître,  à  moins  d'une  unité  entière 
ou  décimale  d'un  ordre  déterminé,  une  valeur  approchée 
du  quotient  d'une  division  dans  laquelle  on  ne  donne  que 
le  premier  chilfre  à  gauche  du  dividende  et  du  diviseur, 
ou  seulement  Tordre  des  unités  exprimées  par  ces  deux 
chiffres  \  alors  il  importe  de  savoir  combien  il  suffit  de  cal- 
culer de  chiffres  exacts  au  dividende  et  au  diviseur,  pour 
((u'en  leur  appliquant  la  règle  précédente,  on  obtienne  le 
quotient  avec  le  degré  d'approximation  demandé.  Mais , 
avant  de  résoudre  ce  problème ,  nous  démontrerons  le 
principe  suivant  :  Pour  ohlcnir,  à  moins  d'une  unité,  le 
rinodrnl  d'rrn."  division  dans  larineUe  hi  partie  entière  du 


(     ï^2    ) 

Jiuiseur  excède  celle  du  (juotient ,  il  sujjil  de  diviser  la 
partie  entière  du  dividende  par  celle  du  diviseur. 

Soient  rt  -I-  a  ,  h  -\-  [ù  ^  c  -h  y  le  dividende ,  le  diviseur 
et  le  quotient  dont  a^  h^  c  désignent  les  parties  entières. 
Il  s'agit  de  prouver  que  la  partie  cnlière  du  quotient  a  '.  h 
est  égale  à  c  ou  à  c  H-  i . 

i".  La  partie  entière  du  quotient  a'.h  est  au  moins 
égale  à  c-,  car  elle  est  la  même  que  eelle  du  quotient 
«  -f-  a  :  Z> ,  lequel  excède  f  H-  y  ; 

2".  La  partie  entière  du  quotient  a  '.  h  n'excède  pas 
(.•-)_  i^  car  s'il  en  était  ainsi .  elle  serait  au  moins  égale  à 
c  -h  2,  et  l'on  aurait 

a  ^=  ou  >  i  X  (<  +  2), 
et ,  par  suite, 

Mais,  par  hypothèse,  le  nombre  b  est  au  moins  égal  à 
<;  -I-  1 ,  et ,  par  conséquent ,  plus  grand  que  (c  +  i)  x  p  ; 
donc,  en  remplaçant  h  par  (c-l-i)  X  3,  on  aurait,  à  plus 
forte  raison , 

rt  +  »>(c+  i)  X  (^  +  fJ), 

d'où  il  résulterait ,  contrairement  à  la  supposition  ,  que  la 
partie  entière  du  quotient  a -\-  a  '.  h  -\-  [6  serait  au  moins 
égale  à  c  H-  1  •,  donc  la  partie  entière  du  quotient  a  '.  b  ne 
peut  excéder  c  H-  1 . 

in.  Soit  proposé  de  trouver,  à  moins  de  0,01,  le  quo- 
tient 71  :  e  de  la  division  du  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre,  par  la  base  des  logarithmes  népériens.  La 
longueur  de  la  circonférence  étant  comprise  entre  les 
périmètres  de  l'hexagone  régulier  inscrit  et  du  carré  cir- 
conscrit, on  reconnaît  immédiatement  que  la  partie  en- 
tière de  -  est  égale  à  3  \  le  nombre  c  <'tant  la  limite  de  la 

série 

I  I  I 

,_l 1 1 H-.  .  .  , 

I        1x2       I  X  •>.  X  3 


(  '53  ) 
on  voit  de  même  que  la  partie  entière  de  e  est  égale  à  2.  De 
plus,  pour  trouver  le  quotient  Tîje  à  moins  de  0,01,  il  suf- 
fit de  chercher  le  quotient  ioo7::e  à  moins  d'une  unité, 
puisdediviser  ce  dernier  quoticntpanoo.  Or  le  dividende 
100  7:  est  compris  entre  3 00  et  4oo,  le  diviseur  e  entre  1 
et  3  ,  et ,  par  suite ,  le  quotient  entre  100  et  200  ;  donc,  si 
l'on  multiplie  le  dividende  et  le  diviseur  par  100 ,  on  sera 
conduit  à  chercher  une  valeur  approchée,  à  moins  d'une 
unité,  du  quotient  ioooott  t  looe  dans  lequel  la  par- 
tie entière  du  diviseur  excède  celle  du  quotient.  On  voit 
qu'il  suffira  de  calculer  les  quatre  premières  décimales 
de  rr,  les  deux  premières  de  e,  puis  de  diviser  la  partie 
entière  3i4i5  de  loooou  par  la  partie  entière  271  de 
1 00  e ,  ce  qui  donne  1 1 5  : 

3i4i5 


43 
160 

25 


ii5 


Enfin  ,  divisant  1 15  par  100,  on  obtient  le  quotient  de- 
mandé i,i5. 

En  général ,  pour  trouver,  à  moins  d'une  unité  entière 
ou  décimale,  le  quotient  d'une  division  dans  laquelle  on 
donne  les  prenders  chiffres  à  gauche  du  dividende  et  du 
diviseur,  ou  seulement  l'ordre  des  unités  exprimées  par 
ces  deux  chiffres,  on  commence  par  multiplier  le  divi- 
dende ou  le  diviseur  par  une  puissance  de  10,  telle  que 
la  question  soit  ramenée  à  trouver  un  quotient ,  à  moins 
d'une  unité;  ensuite  on  détermine  le  premier  chiffre  à 
gauche  du  quotient  ou  seulement  l'ordre  de  ses  plus 
grandes  unités,  et  Von  multiplie  ou  l'on  divise  le  divi- 
dende et  le  diviseur  par  une  même  puissance  de  lo ,  telle 
que  la  partie  entière  du  nouveau  diviseur  excède  le  moins 
possible  celle  du  quotient  ;  on  calcule  alors  les  chiffres  qui 


i54   ) 

Jonneni  la  partie  r/itic/c  du  dividende  et  celle  du  dis'i- 
seur,  puis  on  div^ise  la  paflie  entière  du  dii'idefide  par 
celle  du  dit^iseur,  ce  cfui  donne  un  nombre  entier  qu'on 
multiplie  ou  qu'on  divise  par  la  puissance  de  lo,  par 
laquelle  on  a  d'abord  multiplié  le  diviseur  ou  le  divi- 
dende proposé. 


SOLITIOIV  DE  LA  QUESTION  lôO 

(  TOir  l.  V.  p.  i~î  ;  ; 

Par  m.   l'abbé  PEPIN, 
Du    petit    séminaire   (riseuro. 

Construire  le  quadrilatère  Joui  on  connaît  :  i"  une 
diagonale  5  2"  les  angles  qui  ont  leurs  sommets  aux  ex- 
trémités de  cette  diagonale;  3"  les  projections  des  deux 
autres  sommets  sur  cette  diagonale.  Discuter  le  cas  par- 
ticulier où  les  angles  sont  droits.  (Piobert.) 

1.  Soient  b  et  b',  c  et  c'  les  s(^gmenls  additifs  ou  sous- 
traclifs  de  la  diagonale  AD,  déterminés  respectivement 
par  les  projections  IV  et  C  des  sommets  opposés  B  et  C. 
Soient  a  et  a'  les  angles  donnés,  jS  et  j'3'  les  parties  de  ces 
angles  situées  du  même  côté  de  la  diagonale  que  le  sommet 
B,  Ce  sommet  une  fois  déterminé,  le  quadrilatère  se  ré- 
.soiulra  sans  dilliculté.  Or  on  a 

(BB'=itangfi=r^'tangf*S 
^  '  ^  (  ce  =  c  tang  { a  —  fi)  =  r'  tang  (a'  —  f^'  ) , 

ou 

I    \  f^tang  a  —  tang  p)  _  c'  [ tang  a'  —  tang  fi'  ) 

I  -f-  tang  a  tang  \i  i  -h  tang  a'  tang  'i' 

Posons 

tang  y.  r=  /// ,    lang  /'  -  -  // ,    tang  H  zjiz  r ,    tang  [i'  —y  ; 

1  ('(lualion  (1)  doinic 

/; 


(   -55  ) 
et  1  équation  (2)  devient 

(3)        c{m  —  x)[h' -ir  l>nx)  —  c'{b'ii  —  bx){i  -{-  nijc); 
d'où 

,,     ,         nin[b'c' — bc)  -^  b'c — bc'  ,,  ,,,(nic  —  ne') 

ibxY ^ —!■ (bx)-+-  bb'- '  =  o. 

me  —  ne  me  —  ne 

Ainsi  le  problème  admet,  en  général,  deux  solutions. 
Avant  de  les  construire,  examinons  le  cas  où  les  deux 
angles  donnés  seraient  droits.  On  aurait 

/;/  r=  «  =  ce  . 

2.  L'équation  (3) ,  divisée  par  îiin  ,  peut  s'écrire 


^'  +  bx\=e'(b'-^A(-  +  ^]^ 


et,  dans  ce  cas,  elle  se  réduit  à 

bcx  =  b'e'x. 

Si  Ton  n'a  pas  bc  =  b'u'  on  doit  faire  x  =^  o  \  alors 
le  problème  n'admet  pas  de  solution.  Si  Ion  a  ^c  ==  b'c' , 
la  valeur  de  x  est  indéterminée^  mais,  de  cette  égalité, 
on  déduit 

é  H-  é'  _  r'  +  c 

~b~  ~  ~7~" 

Or 

/;  +  A'  =  r'  H-  r  =  AD , 
donc 

h  1=  (•'      et      //  =  c  ; 

les  deux  projections  données  sont  à  égales  distances  du 
milieu  de  la  diagonale. 

Ainsi  le  problème  est  impossil)le,  si  les  projcction.'- 
données  ne  sont  pas  à  égales  distances  du  milieu  de  la 
diagonale.  Et  si  cette;  condition  est  vérifiée,  le  problème 
admet  une  infinité  de  solutions.  Ces  conclusions  décou- 
lent aussi  des  d«nix  tlicorènu's  suivatils  : 


(  '^"'^^  ) 

i".  Les  projecliom  des  cxtréniilcs  (V un  dianiclre  sur 
une  corde  quelcorqu'>^  sont  à  égales  distances  du  milieu 
de  cette  corde  y 

a".  Si  deux  droites  AD,  RC  sont  les  diagonales  d'un 
quadrilatère  inscriptihle,  et  que  les  projections  des  ex- 
tréniités  de  BC  sur  AD  soient  à  égales  distances  du  mi- 
lieu de  AD,  BC  est  un  diamètre  du  cercle  circonscrit. 

3.  Résolution  du  quadrilatère.  Supposons  que,  par 
un  changement  convenable  de  signes,  on  ait  amené  les 
coeiïicienls  de  l'enjuation  {'.)) ,  résolue  par  rapport  à  hx, 
à  être  positifs  (abstraction  faite  du  signe)  et  h  ne  renfer- 
mer que  des  lettres  qui  expriment  des  valeurs  positives. 
Cette  équation  s'écrira  sous  l'une  des  formes  comprises 
dans  Téquation 

(4)  z'±:/jz±:f/  =  o, 

posant 

itui  (  h'c'  —  i>c)  -i-  b'c  —  bc'  ,      inc  —  ne' 

zz:^  hx  ,    w  = ^ — j     CI  z=i  bb  — 

me  —  ne  me  —  ne 

On  obtiendra  facilement  les  logarithmes  de  />  et  de  ^, 
par  les  Tables  de  Gauss,  puisqu'elles  permettent  de  cal- 
culer immédiatement  le  logarithme  de  la  somme  ou  de  la 
diiférence  de  deux  nombres  dont  on  connaît  les  loga- 
rithmes. On  pourra  calculer  par  logarithmes  les  racines 
des  é(]uations  (4) ,  données  par  les  formules  suivantes 

Pour  l'équation 


'ï-> 


Z^  JJZ  ■ 

+  7  —  o  . 

on  a 

3'=:;;cos^-^(p, 

z"  c=  p  sin 

en  posant 

sin'  (p 

4'/ 
p' 

Pour  l'écpiation 

z^  —  pz 

-  V  -«• 

57  ) 


z' =  p ^—      et      {—z")  =  p —1 

f  os  (p  COS  (0 

l'angle  tjp  étant  déterminé  pai'  la  relation 
tan"-  »  =r  -î-^« 

Les  deux  équations  qu'on  obtient  en  changeant  le  signe 
de  p  dans  celles  qui  précèdent,  ont  leurs  racines  égales 
à  celles  des  équations  dont  elles  dérivent,  et  de  signes 
contraires. 

Connaissant  log  z  =  log  [b  tang  (3) .  on  déterminera 
l'angle  |3;  l'équation  (i)  permettra  de  calculer  l'angle  (B'; 
une  simple  soustraction  donnera  les  angles  a  —  (3  et 
a' — i^'.  Ainsi,  dans  les  deux  triangles  ABD,  ACD,  on 
connaîtra  un  côté  et  les  deux  angles  adjacents.  On  pourra 
ainsi  calculer,  par  les  Tables ,  toutes  les  parties  du  qua- 
drilatère demandé. 

4.  La  construction  graphique  est  facile,  nous  ne  ferons 
qu'indiquer  celle  des  coefficients  p  et  q.  On  peut  écrire 

I  b'c'  \  I  bc'^ 


Les  produits  nie  ^  ne ^  etc.,  sont  les  tangentes  d'arcs  égaux 
en  degrés  à  a  et  a',  et  décrits  avec  des  rayons  égaux  aux 
multiplicateurs  c,  c',  etc.  On  les  construira  aisément. 
Soient  donc 

h  =  me,    h'  =  me' ,    l  z=  ne ,    l'  =z  ne',     et    /•  =.  //  I /;  j  : 


on  aura 


(be'       ,,\  ihk        bc'        ,, 

''  = v::ri = v^n — 


(   '^"iS  ) 


7  =  bh' 


h' 


Ou  obtient  p  par  des  quatrièmes  proportionnelles,  el 
<l  en  construisant  un  carré  qui  soit  au  carré  équivalent 
à   bb'  dans  le   rapport   des  deux  longueurs   {//  —  /')   et 

T^ote.  M.  Pioljort ,  ëtanl  on  1817  élève  à  l'École  d'application  de  l'artil- 
lerie et  du  génie  à  Metz,  a  employé  les  propriétés  du  quadrilatère  inscrip- 
tible  ABDC  pour  faire  des  levers  à  l'équerre  d'arpenteur  et  au  moyen 
d'une  seule  base.  Considérant  la  diagonale  AD,  comme  base,  et  marchant 
sur  cette  droite  ,  on  détermine  avec  l'instrument  trois  des  quatre  points 
A,  C,  B',  D,  et  en  outre  le  point  O,  intersection  des  deux  diagonales  AD 
et  r.C;  on  mesure  les  distances  AC,  AO,  AB',  et  l'on  trouve  facilement 


DC  .  OC 


OB' 


.  /AC.  AB'.dïV         .  /iJÎV".  DCTÔB' 

•^^  =  V  — ôc "  V  — ôc 


ANALYSE  IIVDÉTERMINÉE  DU  PREMIER  DEGRÉ  ^ 

Par   m.   .JAUFROID, 

Professeur  de  mathématiques  au  collège  de  Cette. 


1.  Le  but  de  cet  article  est  de  traiter  généralement  la 
résolution  en  nombres  entiers  d'une  équation  du  premier 
degré  à  un  nombre  quelconque  d'inconnues. 

Nous  supposons  démontré  que  l'équation 

nx  +  hy    +-  c  =  o , 

a  et  h  étant  premiers  entre  eux,  a  toutes  ses  solutions  en 
nombres  entiers  contenues  dans  les  formules 

X  =  a  —  /;f ,    y  =r  fl  +  c//, 
K  et  6  ('tant  une  de  ces  solutions. 


(   1^9  ) 
JJ.  Soit  l'équatiou 

(IX  H-  ^)'  -t-  rz  +  <■/.■  4-  .  .  .  4-  mu  +  //  =  o , 

«,  Â,  c,  f/,.--  5  "'  n'ont  pas  de  diviseur  commun:,  soient, 
de  plus,  a  et  b  premiers  entre  eux,  je  pose 

X  =  Az   -h  Bt>  -\-    .  .  -h  L M  H-  IM  . 
7  =  A,  z  +  B,  c  +  .    .  -I-.  L,  «  -t-  M, , 

et  je  dis  qu'où  peut  trouver,  pour  A,  B,..,,  L,  M, 
A, ,  Bi,.  .  .,  L, ,  M, ,  des  nombres  entiers  tels,  que  les 
valeurs  des  équations  (i)  satisfassent  à  l'équation  pro- 
posée ,  indépendamment  de  toutes  valeurs  données  à 
Z,  t',  .  .  .,  «.   En  effet,  la  substitution  donne 

[aA  -h  bA,-\-c)z  -h  {aB  -\-  ùB,  -^  (/)i>-^.  .  . 
-\-{aL-+-  Z^  L,  H-  /;/)//-}-  o  ]M  +  /;  M,  +  «  =  o  , 

ce  qui  exige  qu'on  ait  séparément 

<7  A  +  />  A,  +  f   =:^  o  ,        (7  B  4-  é  B,  +  a/  =:  O  , 


r/  L  -f-  /*  L,  4-  ///  =  o ,        (iM-t-  b  M,  4-  «  =  o  ; 

mais  rt  et  ^  étant  premiers  entre  eux,  toutes  ces  équa- 
tions sont  solubles  en  nombres  entiers.  Concevons  qu'on 
prenne  une  solution  de  chacune  de  ces  équations,  et  que 
A,  1^,  ..,  L,  M,  A,,  Bj,...,  L,,  INIi  représentent  les  va- 
leurs clioisi(îs,  on  aura  l'identité  suivante  : 

r/  (  A  z  4-  B  I'  4-  ...  4-  L  a  4-  M  j 
4-  i  (A,  z  4-  B,  r  4- .  .  .  4-  L,  «  4-  M,) 
4-  cz  4-  ''<'*'  4-    .  .  4-  fini  4-  //  =  o. 

I*ar  suite,  l'équation  proposée  se  met  sous  la  forme 

n{.r—Az—Bi>—    .    —  L«— M) 
4-  />(j)  —  A,z—  n,(-  —  .     .—  L,«  —  INl,)  —  o; 

d'où  l'on  tire 

./;  =:  A  z  4-  B  1'  4-  .-.-+-  L  //   -t-  iM   —  /''/, 

>•  =  A,z  4-  B,('-j-    .    4- l'i  « -fM,  4-  '/^- 


(  »«^'  ) 

f'oiinules  analogues  à  celles  (juon  obtient  poui'  le  cas  tie 
lieux  inconnues,  car  on  peut  dire  que  les  fonctions 

.r  =  A  3  -f-  B  «   -i-  .  .     +  Iwf   -t-  M  , 

r  — .  A,z -+- B,('-(-    .  .-1- !.,«-(- ÏM,, 

sont  une  solution  de  l'équation  proposée. 

m.  Supposons  que  a  et  h  aient  un  plus  grand  commun 
diviseur  J,  mais  qu'ils  soient  premiers  avec  un  des  autres 
coefficients,  c  par  exemple.  Je  pose 

«  =  «1  <î,     /;  r=  />,  0  ,       et      (IX  -l-  /;)    =  oyy  ; 

d'où 

(l)  /7,.r  -h  h, y  =  p. 

L'équation  proposée  devient 

§ j)  ~\-  <z  -f  (h  +  .  .  .  +  nui  +  //  =:  o , 

cJ  et  C  sont  premiers  entre  eux:  donc,  d'après  le  §  11 . 
on  aura 

3  =  B.  «'  -+-    .  .  -f-  L ,  Il  +  M.  H-  ^  ^ , 
y^  =  B3  r  H-  .  .  .  +  L,  a  -f-  ls\   —  et; 

Téquation  (1)  devient  alors 

a^  X  4-  h, y  —  B.c  —  ...  —  L,  //  -}-  et  —  "*.!,  =:r  o  ; 
et,  comme  a^  et  />,  sont  premiers  entre  eux,  elle  donne 

!x  =^  B  ('  H-  .  .  +  L  M  +  M  /■  -f-  N  —  /^  ^  ' , 
)-  z=.  B,c  -h.  .  .  -i-  L,«  +  M,^-}-  N,  -I-  nj\ 
z=:B,<'  +  .    .+  L2«  +  :m,  -\-^t. 

Remarque.  Si  cî  :=  1  ,  on  doit  retomber  sur  le  cas 
précédent;  en  ellbt,  on  peut  résoudre  par  rapport  à  t  la 
formule  qui  se  rapporte  à  2 ,  et  porter  cette  valeur,  (jui 
est  sous  forme  entière ,  dans  celles  de  x  et  de  j ,  qui 
prennent  alors  la  forme  indiquée  précédemment.  Les 
formules  [:>)  comprennent  donc  les  formules  (i)  du  para- 
graphe précédent. 


(  ï^'ï  ) 

IV.  Considérons  encore  le  cas  où  «,  b  ^  c  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur  J,  mais  sont  premiers  avec  d 
par  exemple.  Je  pose 

«  =  rtr,  (î,    l)  =:  h,§,    c  =  c,  (î      et      a.v  -+-  by  -\-  cz  z=.  Sjj . 
Or 

(  '  )  rt'i  î-  +  h,  y  -^  c,z  =  p; 

l'équation  proposée  devient 

^p  H-  dt'  -f-  é"/  -f- .  .  .  -t-  rnu  ~^-  n  =  o . 
^  et  ri  sont  premiers  entre  eux,  par  consécpient  on  a 

p  ~  CiT  -h .  .  .  -h  hiU  -h  M,  —  fit  ; 
alors  l'équation  (i)  devient 

«,X  +  /;,7  4-  C,  3  —  .  .  .  —  L4  fi  +  f/r  —  M,  =r  o , 

et  comme  Cj  est  premier  avec  «1   et  bi ,  cette  dernière 
équation  tombe  dans  le  cas  précédent,  et,  en  appelant  â' 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  «,  et  h^,  elle  donne, 
en  posant  «i  =  a,  ^';   ^1  =  ^2  ^' ■, 

■r  =  C  r  +  .  ,  .+  L  K  -f-  Mr  H-  N^'  -+-  p  —  j^,^"^ 
j=.C,r  +  ...4-L,«  -f-  M,«  +  N,^'-t-P,-i-«,f", 

p  =  C3  r  4- .  .  .  4-  L3  «  -h  M3  ?  4-  (î^ 

Remarque.  Si  cî=  i ,  les  formules  rentrent  dans  celles 
du  §  III.  Si  cJ=  I  ,  i3"=  I  ,  elles  rentrent  dans  celles  du 
§11. 

La  marche  du  calcul  est  maintenant  évidente ,  et  Ton 
en  déduit  la  généralisation  suivante  : 

Si  l'on  choisit  n  inconnues  dont  les  coefficients  aient 
un  plus  gi^and  commun  diviseur  J,  mais  piemiers  avec 
le  coefficient  d'une  des  inconnues  restantes,  ces  n -\- \ 
inconnues  s'expriment  à  l'aide  de  toutes  les  autres  et  de 
;/  indéterminées;  l'inconnue,  dont  le  coefficient  esi  pre- 

Ann.de  Maihcmal.,   t.  XI.  (Mai  i85'2.)  11 


(  '6.  ) 

micr  avec  ceux  des  //  autres,  ne  contienl  qu'une  de  ces 
indéterminées  multipliée  par  ô.  Le  nonibn:  des  indéter- 
minées augmente  d'une  unité  d'une  formule  à  une  autre, 
jusqu'aux  deux  dernières  qui  les  contiennent  toutes. 

On  pourra,  si  quelques-unesdesquantités^  ,  etc.,  étaient 
égales  à  l'unité,  diminuer  si  on  le  veut  le  nombre  des 
formules  d'après  ce  qui  a  été  remarqué  §§  III  et  l\  . 

Si  l'oji  considère  un  système  de  valeurs  pour  z,  »^,...,  u, 
les  valeurs  correspondantes  de  x  et  dey  forment  deux  pro- 
gressions arithmétiques  ayant  pour  raisons  les  quotients 
des  coefficients  de  y  et  de  .r  par  leur  plus  grand  comnuiii 
diviseur. 

Si  l'on  considère  un  système  de  valeurs  pour  »%...,  // . 
et  si  l'on  divise  a  et  b  par  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  rt ,  b,  c,  ce  qui  donne  /^i  et  ^,,  les  valeurs  de  z  corres- 
pondantes forment  une  progression  arithmétique  ajant 
pour  raison  le  plus  grand  commun  diviseur  de  «,  et  />,  . 
et  ainsi  de  suite. 

On  conclut  facilement  de  la  théorie  précédente,  que 
si  tous  les  coefficients,  à  l'exception  de  celui  d'une  seule 
inconnue,  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  cJ,  mais 
sont  premiers  avec  celui  de  cette  inconnue,  les  valeurs 
de  celle-ci  forment  une  progression  arithmétique  ayant 
pour  raison  â. 

Note,  r.o  problème,  étendu  h  un  nombre  quelconque  d'équations  du 
premier  degré,  est  traité  avec  rigueur  et  élégance  dans  un  Mémoire  inédit 
de  M.  Lebcsgue,  sur  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré  ,  que  le 
célèV)re  arithmologue  a  bien  voulu  nous  communiquer.  Ce  Mémoire  fait 
partie  d'une  Théorie  générale  des  nombres. 

La  nature  decet  ouvrage  demanderait  une  souscription  à  laquelle  le  Gou- 
vernement devrait  prendre  une  forte  part.  Les  encouragementssont  à  réser- 
ver pour  les  auteurs  d'élite  qui  s'adressent  à  un  petit  nombre  de  lecteurs 
cl  pour  lesquels  il  faut  pourtant  écrire,  nonobstant  les  préoccupations  du 
jour;  c'est  l'opinion  de  Vitruve  : 

Cuni  animadvertissem  distentam  civitalem  puhlicis  et  privatis  nff^tiis, 
paucii  judicai-i  sciihenduw  { in  praefatione  libri  quinti  de  Architectura  ■). 
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THÉORÈME  DE  PASCAL  ET  SES  CONSÉQUENCES; 

d'après  mm.  STEINER,    PLUCKER,    OTTO  HESSE, 
CAYLEY,  KIRKMAN,   SALMON. 

(Vo(V  Journal  de  M.  Crelle,  tome  XLI ,  page  60 ;  i85o;  en  français,  par 
M.  Cayley.) 


1.  Notation.  Nous  désignons  les  six  sommets  d'un 
hexagone  par  les  six  lettres  «,  i,  c,  d^  ^tf'i 

ne  est  la  droite  qui  va  de  <7  en  e,  et  ainsi  des  autres^ 
ae. df  esl  le  point  d'intersection  des  droites  ae,   df^  et 

ainsi  des  autres  5 
ahcdef  est  l'hexagone  allant  de  a  en  h ,  àeb  en  c,  de  c 

en  J ,  de  d  en  e ,  de  e  ewfel  àef  en  a. 

2.  On  peut  l'éunir  les  six  sommets  d'un  hexagone  par 
quinze  droites  ah.,  ac  .^  ad^  «e,  aj\  hc  ^  hd^  etc. 

Points  p.  Ces  quinze  droites  se  coupent  en  quarante- 
cinq  points,  en  excluant  les  sommets  de  l'hexagone. 

Nous  désignons  chacun  de  ces  quarante-cinq  points 
par  p,  lettre  initiale  du  nom  de  Pascal. 

Observation.  Il  peut  se  faire  que  trois  de  ces  droites 
se  coupent  en  un  seul  point  5  aloi's,  au  lieu  de  donner 
trois  points  p,  elles  ne  donnent  qu'un  seul  point. 

3.  Six  points  peuvent  devenir  les  sommets  de  soixante 
hexagones.  En  effet,  soit  l'hexagone  ahcdef \  les  lettres 
/; ,  c ,  <^,  Cy  f  fournissent  cent  vingt  permutations  -,  mais 
le  polygone  ahcdef  est  le  même  que  le  polygone  afedch  : 
chaque  polygoneétant  double,  iln'cxistedonc  quesoixante 
hexagones  différents. 

4.  TnÉORiîME  DE  Pascal.  Un  hexagone  étant  inscrit 
dans  une  conique,  les  trois  systèmes  de  côtés  opposés 
fournissent  chacun  un  point  p  ,•  les  trois  points  sont  eu 

1 1. 


(  i64  ) 
ligne  droite  ;  et,  réciproquement ,  sites  trois  points  p  ainsi 
obtenus  sont  en  ligne  droite ,  V hexagone  est  ifiscriptible 
dans  ufie  conique. 

Démonstration.  Droites  P.  Ce  iliéorème  est  uuc  con- 
séquence immédiatedu  théorème  segmentai  re  de  Desargues 
sur  le  triangle  coupé  par  une  conique.  [Voir  Haille- 
cOLiiT,  tome  VII,  page  83.  Pour  la  démonstration  analy- 
tique, voir  RoGtjET,  tome  III,  page  3o4,  et  Lebesgue, 
tome  VIII,  page  iSp.)  Il  est  évident  qu'à  chacun  des 
soixante  hexagones  correspond  une  droite  diH'érenle.  INons 
désignons  chacune  de  ces  droites  par  la  lettre  P. 

5.  Théorème.  Par  chaque  point  p  passt^ut  toujours 
quatre  droites  P  et  pas  davantage. 

Démojistration.   Formons  les  quatre  hexagones 

abcdef, 
fibfdcc , 
abccilf, 
n  hfedc  \ 

les  côtés  opposés  a/;,  de  sont  les  mêmes  dans  les  quatre 
hexagones,  et  l'on  n'en  peut  former  un  cinquième  ayant 
la  même  disposition;  donc,  etc. 

Il  s'ensuit  que  les  quarante-cinq  points  p  sont  distri- 
bués sur  les  soixante  droites  P,  et  chaque  point  est  qua- 
druple,  pour  ainsi  dire. 

().  Les  soixante  hexagones  se  divisent  en  trente  grou- 
pes ayant  chacun  en  commun  quatre  côtés-,  les  deux 
hexagones 

abcdef., 
abcdfe, 

ont  en  commun  les  côtés  ah.,  hc .,  cd  consécutifs  et  ej 
non  consécutif-,  et  les  deux  droites  P,  correspondant  à 
ces  hexagones,  se  coupent  dans  le  point  p  donné  par  Tin- 
lersection  de  hc  et  ej. 


(  ^65  ) 

7.  On  peut  former  six  hexagones  ayanl  en  commun 
trois  côtés  non  successifs  ,  savoir  : 

(1)  abcdef, 

(2)  abdcfc, 

(3)  abefdc,. 

(4)  nbcfcd, 

(5)  abfccd, 

(6)  abfedc\ 

les  cinq  derniers  hexagones  n'ont  que  trois  côtés  non 
successifs  en  commun  avec  le  premier,  les  côtés  ah  ^ 
cd,  ef. 

8.  Si  deux  hexagones  ont  en  commun  trois  côtés  non 
successifs ,  les  six  autres  côtés  forment  un  troisième  hexa- 
gone. Soient  les  deux  hexagones  abcdef^  abdcfe  5  ils  ont 
en  commua  ab.  cd,  ef\  les  six  autres  côtés  non  communs, 
bc  ,  de-,  «e,  hd^  cf^  af,  forment  l'hexagone  aedbcj\  et  ces 
trois  hexagones ,  pris  deux  à  deux ,  ont  en  commun  trois 
côtés  non  successifs. 

9.  Premier  théorè;me  de  M.  Steiner.  Soient  les  trois 
hexagones 

Sa  b  cdef;  ab.dc;  cd .  af; 
abefcd ;  nb  .cf]  cd.be  \ 
adebcf;      de .  cf;      af.  be  ; 

les  trois  hexagones  j  pris  deux  à  deux,  ont  trois  côtés 
non  successifs  en  commun  j  les  trois  droites  P,  P',  P  , 
nui  correspondent  à  ces  hexagones ,  se  rencontrent  en 
un  même  point. 

Démotistraiion .  A  côté  de  chaque  hexagone,  écrivons 
les  trois  points  p  correspondants;  et,  allant  de  gauche  à 
droite  ,  désignons  les  points  de  la  droite 

P    par  a,  p,  7  ; 

P'  par  a',  jî',  7'; 

P"  par  7." ,  ft";  7"; 


cf.  bc ; 

P; 

ef.ad; 

P'; 

ad .  bc  ; 

P"; 

(  '6<^'  ) 

il  est  évident  que  la  droite 

aa'  est  le  prolonyeiuenl  de  nh  ; 

pp'  est  le  prolongement  de  cd; 

cLx"  est  le  prolongement  de  de  ; 

8fi"  est  le  prolongement  de  af; 

Cf.' a."  est  le  prolongement  de  cf\ 

P'P"est  le  prolongement  de  hc. 

Ces  six  droites  forment  Tliexagone  abedcj\  dont  les 
trois  points  p  sont  ab.cd]  (îe.af\  be.cj.  Donc,  dans  les 
deux  triangles  aa!  a!\  (3(3' 6'',  les  côtés  aa! ^  /3|1';  olo!' ^  (3jS"; 
o^ a!' ^  |3'|S"  se  coupent  respectivement  en  trois  points  qui 
sont  sur  la  droite  P  de  l'hexagone  abedcf\  ainsi,  les 
trois  droites  ajS,  a' (3',  a" {j"  ou  P,  P',  P"  se  coupent  en  un 
même  point  [voir  page  ii5,  question  2o4).   C.  Q.  F.  D. 

A  riiexagone  abcdef,  nous  avons  joint  l'hexagone  (4) 
du  n°  7;  si  l'on  y  joint  un  des  quatre  autres  hexagones  ,  le 
raisonnement  précédent  n'a  plus  lieu.  Ainsi,  l'hexagone 
abcdef  étant  donné,  les  deux  autres  qu'il  y  faut  joindre 
sont  déterminés.  Les  soixante  hexagones  se  divisent  donc 
en  vingt  groupes  5  chaque  groupe  renferme  trois  hexa- 
gones, dont  les  droites  P  convergent  vers  le  même  point. 
Nous  désignons  chacun  de  ces  vingt  points  par  la  lettres. 
Chaque  droite  P  contient  trois  points  p  et  un  point  .s; 
tout  point  ^  est  quadruple  et  tout  point  s  est  triple. 

Ainsi,  pour  que  les  trois  droites  P  de  trois  hexagones 
se  rencontrent  en  un  même  point,  il  faut  que,  pris  deux 
à  deux,  ces  hexagones  aient  trois  cotés  non  successil's  on 
commun.  Celte  condition  est  nécessaire,  mais  non  suffi- 
sante. 

Appelons  système  conjugué  le  système  des  trois  hexa- 
gones A. 

Observation.  Le  second  polygone  du  système  A  peut 
s  écrire  ainsi ,  ndcfeb.  On  voit  alors  que  le  troisième  po- 
Wgone  se  déduit  du  second ,  ronimc  le  second  du  premier 
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10.    Théorème   de   M.    Pllcker.    Les   droites  P  des 
hexagones 

(i)  abcdef,      P', 

(2)  abdc/e,      P", 

(3)  abe/ck,     P"', 

et  les  côtés  ah  ,  cj\  cd  forment  un  hexagone  inscriptiblc 
dans  une  conique. 

Désignons  la  droite  P  de  (i)  par  P'-,  de  (2)  par  P"  et 
de  (3)  par  P'".  Formons  un  hexagone  avec  les  six  côtés 
successifs  P',  ab,V",  e/,  P'",  cd.  (O); 

l'intersection  de  P'  et  ef  est  la  même  que  ef.  bc; 
l'intersection  de  P"  et  cd  est  la  même  que  cd.ae; 
l'intersection  de  P'"  et  ab  est  la  même  que  ab  .df. 

Or  ces  trois  intersections  sont  sur  la  droite  P  de  1  hexa- 
gone ahcdfe\  donc  l'hexagone  (O)  est  inscriptiblc  dans 
une  conique. 

Observation.  Cette  conique  n'est  pas  la  même  que  la 
conique  donnée  \  mais  la  droite  P,  relative  à  cette  seconde 
conique,  est  une  droite  P  de  la  première  conique. 

Secokd  théorème  de  m.  Steijser.  Les  quatre  points  s 
correspondant  aux  quatre  systèmes  conjugués ., 

nbcdef,      (û,x 
abefcdy     («,)  J  (a), 
afcbed,     (a,) 

[  acbcdf,      {b,} 
ncd/be,     {b,)\  (p), 


aedcb/,  (  b, 

(idecbf,  (C| 

(C)  {  adbfec,  {c,\  [  (y), 

affdhc ,  (f,  ) 
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[    nc(lbcj\       fr/,  ) 
(D)  j   avcfdb,       {cl,)   J  [3): 

^  abced/,      (d, 

sont  siif  Il/ta  inéinc  droite. 

Désignons  les  droites  P  du  système  (A)  par  «i  ,  «j,  «,  ; 
celles  du  système  (B)  par  ^j  ,  ij,  ^3^  etc.,  et  les  quatre 
points  5  correspondants  par  a,  |3,  y,  à.  Formons  les  trois 
hexagones  avec  les  côtés  successifs 

rt, ,  af;  ùt ,  (le  ;  c\  ,  bc  ; 
a,,  af;  b,,  de;  c,,  bc  ; 
«,,    Cj;     bt,    «,  ;    C|,    b,. 

D'apiès  le  théorème  précédent,  le  premier  hexagoiu" 
est  inscriptible  dans  une  conique  ;  r/3  est  la  droite  P  de 
cet  hexagone  ;  le  second  hexagone  est  aussi  inscriptible 
dans  une  conique,  et  d^  en  est  la  droite  P,  et  ces  deux 
hexagones  ont  les  mêmes  six  sommets  ;  car  l'intersec- 
tion de  a,  et  bc  est  le  point  bc.ef-^  et  l'intersection  de 
fj ,  bc  est  aussi  le  même  point  bc.ef  :  ainsi  les  six 
sommets  «,,  bc-^  bc,  c,;  c, ,  de-,  de,  b^;  i,,  af;  af,  a,  ; 
sont  les  mêmes  que  les  sommets  Cj,  bc\  bc ,  a^;  b^,  de, 
de  ,c^;a3,  af. 

Or  le  troisième  hexagone  a  les  mômes  sommets  que  les 
deux  précédents-  car  a,  et  Cj  se  coupent  au  point  bc.ef, 
qui  est  le  même  que  bc.a^,  et  ainsi  des  autres;  donc  le 
troisième  hexagone  est  aussi  inscriptible,  et,  par  consé- 
({uent,  les  points  a,,  a^  ;  bi,  b^;  t,,  C3  sont  sur  une  même 
droite;  donc  les  points  oc  ,^  ,y  sont  sur  une  même  droite, 
de  même  (3  ,  y ,  â;  donc  les  quatre  points  «  ,  (3 ,  y  ,  (J  sont 
sur  une  même  droite. 

Cette  démonstration  et  celle  du  premier  théorème  (9) 
sont  de  M,  Pliicker. 

!  1 .  Droites  S.  Nous  désignons  ces  droites  par  la  ietlre  S  ; 
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les  vingt  points  5  sont  distribués  quatre  à  quatre  sur  une 
même  droite;  comme  chaque  point  s  est  commun  à  trois 
droites,  il  s'ensuit  qu'il  existe  quinze  droites  S  correspon- 
dant aux  quinze  manières  de  réunir  les  sommets  de  l'hexa- 
gone (2)  ;  ainsi ,  par  chaque  point  s  passent  trois  droites  P 
et  trois  droites  S. 

12.  Théorème  de  M.  Otto  Hesse,  SoitO  un  point  où 
se  réunissent  trois  droites  S,  et  soient  oc  ^  (3,  y;  a',  j5',  y'; 
a",  j3",  y",  les  autres  points  s  gui  se  trouvent  j'espectiue- 
mentsur  la  première,  la  deuxième  et  la  troisième  droite^  ; 
les  points  a,  a',  «"5  (3,  |3',  j3";  y,  y',  y",  sont  les  sommets  de 
trois  triangles .  Les  intei'sections  des  côtés  homologues 
des  triangles  ol  c!  a" ,  (^  (b' ft" ,  dojinent  trois  points  s 
situés  sur  une  droite  S  ;  de  même  les  intersections  respec^ 
ti^es  des  triangles  a  y!  a!'  et  y  y' y"-,  ^  (3' jS"  et  y  y' y" '-, 
les  trois  nouvelles  droites  S  se  rencontrent  en  un  point  O' 
qui  est  aussi  un  point  s-  les  points  O  et  O'  sont  conjugués 
relativement  à  la  conique.  Cette  figure  renferme  quinze 
droites ,  savoir  :  les  trois  droites  S  données ,  les  neuf  côtés 
des  triangles  et  les  trois  droites  S  qui  s'en  déduisent  ^  et 
%nngt  points ,  savoir  :  les  dix  points  s  donnés  et  les  dix 
points  qui  s'en  déduisent  j  ce  sont  les  quinze  droites  S  et 
les  anngt  points  s;  ces  vingt  points  forment  dix  couples, 
et  les  points  de  chaque  couple  sont  conjugués  relati- 
vement à  la  conique. 

Démonstration .  A  trouver. 

13.  Théorème  de  M.  Kirkman.  Les  trois  droites  P  des 
hexagones 

ahcdcf,  P, , 
abrfdc,  P,, 
ncbedf,   P. , 

convergent  vers  le  lucmc  point. 
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Démonstration.  Les  iiois  poiuls 

A  =  a/.cci;  B  =ab.(/e;  C  =;  bc.ef,  dctciiniiit-nt  la  diuile  P,, 
A' =  bc.cd;  B'  ■=zac.ef\  C  =  oi  .  f^j  dcteniiinent  la  droite  P., 
A"=  ^f.  af;  B"  =  bc.df;  C"=r  ac.de ,  détc>n)inent  la  droite  Pj, 

OÙ  le  signe  =  exprime  que  le  point  A ,  par  exemple,  est 
l'intersection  des  lignes  a/",  cd^  et  ainsi  des  auinîs. 

Les  points  A,  A',  A"  ;  B,  B',  B"  ;  C,  C,  C",  sont  les 
sommets  de  trois  triangles. 

Combinons  A  avec  C  : 

le  côté  AA'  se  confond  avec  la  droite  cr/, 
le  côté  AA"  se  confond  avec  la  droite  af, 
le  côté  A' A"  se  confond  avec  la  droite  be , 

le  côté  ce  se  confond  avec  la  droite  P  de  l'hexagone  acfdcb, 
le  côté  CC"  se  confond  avec  la  droite  acbdef, 

le  côtéC'B"se  confond  avec  la  droite  arfdcb. 

Ainsi , 

le  point  X  X'  .Q,C  =z  cd.ac, 

le  point  XA." .CC'=af.bd, 

le  point  A'A" .  C'C"=  be .  cf. 

Ces  trois  points  sont  sur  la  droite  P   de  Tliexagone 

afcdbe',  donc  les  trois  droites  P, ,  Pj,  P3,  passent  par  lo 

môme  point  {voir  page  1 15,  question  25-i). 

En  combinant  A  avec  B,  on  trouve  que  les  tiois  points 
sont  sur  la  droite  P  de  nfbecd^  les  deux  droites  P  des 

hexagones 

afcdbe , 

nfbecd, 
donnent  un  point  .v. 

1  i.  Points  h.  Nous  désignons  par  la  lettre  A  les  points 
qu'on  trouve  par  ce  théorème.  11  y  a  cette  dilîcreuce  entre 
les  poinl.s  V  et  h  :  un  point  v  est  donné  par  le  .svstème 

iib<d<;/ , 
nbtfcd , 
ad<hi  f. 
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Remplaçant  le  premier  pcjlygone  par  le  second,  on  a  le 
système 

(ibefcd , 

abcdef, 

adebcf, 

le  même  que  le  précédent.  On  trouve  encore  le  même 
système  en  prenant  le  troisième  hexagone  pour  le  pre- 
mier; de  sorte  que  les  soixante  hexagones  ne  donnent  que 
vingt  points  5,  tandis  qu'un  point  A'  est  donné  par  le 
système 

abcdef^ 

abefdc, 

acbedf. 

Prenant  le  second  hexagone  pour  le  premier  hexagone , 
on  a  le  système 

abefdc  ^ 

abdcef^ 

acbedf, 

système  diâerent  du  premier  et  donnant  un  autre  point  h . 
Il  existe  donc  soixante  points  k. 

15.  Théorème  de  M.  Cayley.  Les  trois  points  A  cor- 
pontlajit  aux  systèmes 


(ibdfec    '  /  i , 
acbdef  \ 

5oril  en  ligne  dioile. 

Pémonsiralion    Droites  C.  Ayant  égard  aux  vingt-sept 
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poiuls  f)  clos  ucul  iliuilcs  1' (le  ces  ucul  licxagoucs,  i»n  voii 
([Ue 

le  point  /,   est  le  moine  (luc  le  point  IJ'B".C'C"   \    .      ... 

'  ,        .  1         ■  ,  ,    I  l'i'  tncoreme 

le  point  /  ,  est  le  même  que  le  point  BB.CC>         ,    .  , 

,        .  ,         .  ,         „  \    précèdent, 

le  point  /  j  est  le  même  que  le  point  B  B   .  C  C     ; 

Or  ces  trois  derniers  points  sont  sur  une  luènie 
droite  (13)^  donc  les  trois  points  A  sont  sur  une  luùnie 
droite,  que  nous  désignerons  par  la  lettre  Cj  ainsi,  les 
soixante  points  A  sont  distribués  sur  vingt  droites  C. 

10.  Théorème  de  M.  Salmon.  Chaque  droite  C  passe 
par  un  point  s. 

Démonstration.  Nous  avons  vu  ci-dessus  (13)  que  la 
droite  qui  renferme  les  points  Aj ,  A^,  A^,  passe  par  un 
point  5-,  ainsi,  d'après  ce  théorème,  chaque  point  s  est  le 
point  de  rencontre  de  trois  droites  P  et  d'une  droite  C. 

17.  Droites  K.  Second  théorè;me  de  M.  Kierman.  Jl 
existe  quatre-vingt-dix  droites  K,  contenant  chacune 
deux  points  k  et  un  point  p. 

Démonstration.  Soient  le  point  Ai  donné  par  le  système' 

abcdef,  B", 
abcfdc ,  A" , 
ocbedf,      C" ; 

le  point  As  donné  par  le  système 

adcbcf,  C' , 
ndcfbc ,  A' , 
ncdcbf^      B' , 

et  le  point  p  donné  par 

bv .  de  ; 

!<•  point  hc.de  est  rinlerscction  des  trois  (hoiles 
acbfcd ,      A  , 
/-r,       B, 
dr.      C; 
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A  est  la  droite  P  de  l'hexagone  conespondant  : 

le  point  A  A'  est  le  même  que  ad  bf, 
le  point  BB'  est  le  même  que  hc.ae^ 
le  p-oint  AA"  est  le  même  que  nc.ef, 
le  point  BB"  est  le  même  que  bc.ef, 
le  point  A'A"  est  le  même  que  cd.bc, 
le  point  B'B"  est  le  même  que  af.cd\ 

AA'  .BB'    est  la  droite  P  de  riiexaij;one  adchfc, 
AA"  .BB"  est  le  côté  cf, 

A'A".B'B"'estlecôté  cd. 

Or  ces  trois  droites  se  rencontrent  au  même  point  ej .cd\ 
donc,  d  après  le  théorème  connu  (question  2o4),  les  trois 
points  A"i ,  /l'a,  p  se  rencontrent  en  un  même  point. 

En  changeant  ^  en  c  et  c  en  ^,  le  point  p  reste  le  même  : 
à  chaque  point  p  correspondent  donc  deux  droites  K  :  il 
existe  donc  quatre-vingt-dix  droites  R;  par  le  même 
point  p  passent  donc  quatre  droites  P  et  deux  droites  K. 

Observations.  c/?.er/et/jc,r/e donnent  la  mêmedroiteK, 
et  de  même  ch .  de  et  hc .  éd. 

18.  Au  résumé,  le  théorème  de  Pascal  présente  de 
remarquables  : 

i".  Quarante-cinq  points^,  vingt  points  5,  soixante 
points  A"  5 

2°.  Soixante  droites  P,  quinze  droites  S,  vingt  droites  C, 
quatre-vingt-dix  droites  K 5 

3°.  Par  chaque  point /^  passent  quatre  droites  P  et  deux 
droites  K  ^ 

4".  Par  chaque  point  s  passent  trois  droites  P  et  une 
droite  C5 

5°.   Par  chaque  point  k  passent  trois  droites  K. 

19.  M.  Catalan  nous  a  communiqué  les  théorèmes 
suivants,  qu'il  a  consignés  dans  une  ylpjdication  d'Al^ 
gèbrc  à  la  Créoméfrie ,  ouvrage  lithographie  non  achevé. 

Théorème  I.  Lorsquiai  hexagone  est  inscrit  ci   une 
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conique ,  les  six  f>oinls  rie  concours  des  côtés  qui  ne  sont 
ni  consécutifs  ni  opposés^  sont  les  sommets  <Vun  hexa- 
gone circoTiscriptible  à  une  autre  conique. 

TiiÉouEME  IL   Quand  un  hexagone  est  circonscrit  à 
une  conique,  les  droites  menées  par  les   sommets ,  qui 
V     ne  sont  ni  consécutifs  ni  opposés,  sont  les  côtés  d'un 
}    hexagone  inscriptihle  à  une  autre  conique. 

Théouème  III.  Lorsque  des  hexagones  H,  II'  sont, 
Vun  inscrit.  Vautre  circonscrit  à  une  même  conique  C. 
de  manière  que  les  sommets  du.  prenuér  soient  les  points 
de  contact  des  côtés  du  second  ;  si  l'on  jfrolonge  dans  H 
les  côtés  qui  ne  sont  ni  consécutifs  ni  opposés ,  et  si  Von 
joint  dans  H'  les  sommets  qui  ne  sont  ni  consécutifs  ni 
opposés,  on  obtient  j  d'une  part ,  les  sommets  d'un  hexa- 
gone h  circonscriptible  à  une  conique  c,  et,  de  l'autre, 
les  côtés  d'un  hexagone  h'  inscriptihle  dans  une  co- 
nique c'j  le  point  de  concours  fies  droites  qui  joignent 
/es  sommets  opposés  de  l'hexagone  h  est,  relativemetit 
à  la  conique  donnée  C,  le  pôle  de  la  droite  sur  laquelle 
sont  situés  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  de 
l'hexagone  h',  et  les  deux  hexagones  h  et  h'  sont  po- 
laires réciproques  relativement  à  cette  même  conique. 

20.  Note  bibliographique .  Pascal,  ayant  à  peine  dix- 
sept  ans ,  a  publié  son  théorème  en  i64o.  Cet  opuscule  de 
huit  pages  in-8",  iniilulé  :  Essai  sur  les  coniques,  était 
complètement  oublié  lorsque  lîossut  le  réimprima  dans 
l'édition  des  OEuvres  complètes  de  Pascal,  qu'il  donna  en 
i  yjQ'  Ce  même  opuscule  commence  le  tome  l\  de  la  nou- 
velle édition  des  OEuvres  complètes,  que  donna  Berth... 
€n  1819.  Le  théorème  y  est  simplement  énoncé  sous  la 
forme  de  lemme  I  (page  a)  ^  le  nom  d'hexagramme  mys- 
tique ne  s'y  trouve  pas.  On  ne  connaît  ce  nom  que  par  une 
lettre  de  Leibnilz,  datée  de  Paris,  3o  août  1676,  et 
adressée  à  Perrier,  neveu  de  Pascal,  conseiller  à  Clei- 
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mont-Ferrand.  ('elle  lettre  est  à  la  fin  du  tome  ^  de  la 
nouvelle  édition.  On  avait  remis  à  Leibnilz  tous  les  ma- 
nuscrits scientifiques  de  Pascal ,  mort  le  19  août  1662. 

Une  pièce  portait  pour  inscription  :  Generatio  corn  sec- 
tioninn  seu  projectio  jyeripheriœ ,  tangentium  et  secan- 
tiiiin  circuli  in  quibuscianque  oculi ,  plani  et  tahidœ  po- 
sitionihus. 

Leibnitz  dit  que  Pascal  développe  ici  les  propriétés 
fondamentales  d'une  certaine  figure  composée  de  six 
lignes  droites,  et  qu'il  nomme  hexagramniatum  injsli- 
cum.  D'après  cette  indication  ,  il  est  probable  que  c'est  la 
méthode  perspective  qui  a  conduit  Pascal  à  son  théorème. 
En  efl'et,  la  proposition  est  évidente  lorsqu'il  s'agit  d'un 
hexagone  inscrit  dans  un  cercle  et  ayant  les  côtés  opposés 
parallèles.  La  mise  en  perspective  de  celte  figure  donne  le 
théorème  général.  Desargues  avait  déjà  émis  l'idée  si  fé- 
conde de  considérer  le  parallélisme  commeune  convergence 
vers  l'infini ,  et  de  ramener  par  la  perspective  les  distances 
infinies  à  des  distances  finies  :  c'est  même  ce  qui  avait  fait 
croire  à  Descartes  que  TZ/exa^ramme  pourrait  bien  appar- 
tenir à  Desargues.  Leibnitz  ajoute  que  tous  les  écrits  d(î 
Pascal  étaient  prêts  pour  l'impression  et  éminemment 
dignes  de  l'impression.  On  ignore  ce  qui  a  empêché  la 
famille  de  suivre  ce  conseil.  La  publication  de  ces  pré- 
cieux travaux  aurait  hâté  les  progrès  de  la  géométrie  seg- 
mentaire.  Les  manuscrits  sont  détruits,  ou  gisent  dans 
quelque  lieu  inexploré. 

Letravail  de  M.  Kirkman  est  inséré  dans  le  Cambridge 
and  Dublin  niatliematical  Journal ,  i85o. 
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ÉPIUE  DE  LA  PLIS  COIRTE  DISTANCE; 

Par  m.   Abel  TRANSON. 


La  construction  de  la  plus  courte  distance  entre  deux 
droites  a  été  retranchée  des  nouveaux  programmes  (*). 
Mais  la  méthode  suivante, que  plusieurs  professeurs  m'ont 
paru  goûter,  semblera  peut-être  plus  simple  dans  l'exé- 
cution que  1  ancienne. 

Menez  deux  plans  y.  et  j3  respectivement  perpendicu- 
laires aux  deux  droites  doiniées  A  et  R.  Celle  construc- 
tion auxiliaire  fait  connaître,  par  rinterseclion  (1,  1  ) 
de  a  et  |5,  la  direction  de  la  perpendiculaire  connnune. 

'  *  .  ('.'(>si  )i(iiiilniil  uni"-  l'pni'o  foiuhiim'ntalo.  'l'si. 


(  '77  ) 
Ensuite  niemz  par  A  un  plan  P/jP'  parallèle  à  (1,  F), 
et  cherchez  le  point  (Z>,  Z>')  où  ce  plan  est  percé  par  B. 
Ce  point  appartient  à  la  perpendiculaire  commune.  Me- 
nez par  [b,  b')  une  parallèle  à(ï,  V)  jusqu'à  sa  ren- 
contre (a,  a')  avec  A.  La  distance  des  points  a  et  b  sera 
la  plus  courte  distance  cherchée. 
On  est  prié  de  faire  la  figure. 

JSote.  Celte  construction  peut  servir  à  trouver  facilement  les  équations 
des  projections  orthogonales  de  la  plus  rourle  distance,  lorsqu'on  connaît 
les  équations  des  deux  droites.  ji, 


NOTE  SIR  LE  THÉORÈME  DE  TAYLOR5 

Par  m.   le  D"^  O.   SCHLÔMILCH, 

Professeur  d'analyse  a  l'École  Polytechnique  de  Dresde. 


Quand  on  fait  usage  du  théorème  de  Taylor  pour  le 
développement  des  fonctions  en  séries,  on  trouve  souvent 
que  l'on  a  besoin  de  recherches  étendues  pour  déterminer 
les  limites  entre  lesquelles  subsiste  le  développement.  On 
sait  qu'il  y  a  deux  méthodes  pour  cette  discussion  :  l'une 
consiste  à  calculer  le  reste  de  la  série  et  à  chercher  les 
conditions  sous  lesquelles  il  converge  vers  la  limite  zéro: 
mais  comme  ce  reste  est  de  la  forme 

I  .  2  .  3  ...  « 

on  est  forcé  de  développer  d'abord  la  dérivée  /"  (x), 
ce  qui  exige  un  calcul  très-incommode,  dès  que  la  fonc- 
tion/'(.r)  n'est  pas  très-simple.  L'autre  méthode  a  été 
donnée  par  M.  Cauchy  5  elle  n'exige  pas  cette  discussion 

Ann.    de  Malhémal.,  t.  Xî.  (Mai  l852.)  la 


(  •:»  ) 

(lu  leste,  elle  csl  au  (.(Hili  aiiT  cMirnu-incut  siiiiplc  :  mais 
ou  avouera  que  la  tlémonsliaiiou  du  ihéorônif  achnirabl»- 
de  ce  géomètre  (Moigno,  page  i5o)  n  est  pas  à  la  portée 
de  ceux  qui  fout  leurs  premiers  pas  dans  la  seience. 
Peut-être  trouvera-t-ou  que  \v.  procédé  que  nous  allons 
expliquer  est  assez  simple,  sans  cesser  d'être  rigou- 
reux. 

On  se  convaincra  sans  peine,  et  sans  le  secours  du  cal- 
cul intégral,  que  toute  fonction  F(x),  dont  la  dérivée 
F' (a)  est  constamment  nulle,  est  nécessairement  une 
constante 5  mais  il  n'est  pas  iiécessaire  que  cette  con- 
stante conserve  toujours  la  même  valeur  :  au  contraire, 
si  la  fonction  F  (.r)  oflre  une  solutiou  de  continuité, 
la  valeur  constante  de  F  (.r)  ne  reste  pas  la  même, 
avant  et  après  cette  solution.  Supposons,  par  exemple, 
que  la  fonction  devienne  discontinue  pour  .r=  ^^  alors 
l'équation  F'  [x)  =:  o  doinie  deux  valeurs  constantes  de 
F  (a),  l'une  F  (o)  pour  .r<^|,  l'autre  F  (ce  )pour  jr^  i  (*). 
On  peut  donc  dire  que  l'équation  F'  [x)  =  o  entraîne  la 
suivante  F  (.r)  =  F  [a] ,  pourvu  que  x  et  a  soient  situés 
dans  le  même  intervalle  de  continuité,  mais  que  cette 
équation  cesse  de  subsister  si  .r  et  a  sont  situés  dans  de 
divers  intervalles.  ^  oilà  tout  ce  dont  nous  avons  be- 
soin. 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  trouveilasonnne 
de  la  série  infiuie 

En  vertu  de  la  définition  exacte  de  la  somme  d'une  série 
inlinie,  ce  n'est  que  la  limite  vers  laquelle  converge  la 


[*)  La  droite  parallèle  à   l'axo   Jes  .t  chaiij;!'   miliitoinoul   do  ixisition 
pojir  T=  f ,  mais  conserve  sa  diroclion.  Tm. 


(   '79 
somme  finit' 


l  .2 


^"^       "^^^    '    ,/"-"(.r), 


I    ?....(« 


que  nous  désignons  par  F  {x .  //).  En  prenant  la  dérivée, 
on  trouve  faeilement 

3Iainlenant,  si  nous  faisons  croître  indéfiniment  le  nom- 
bre n,  l'expression  F'  {x ,  n)  deviendra  la  dérivée  de  la 
série  infinie  ci-dessus;  c'est-à-dire  l'équation 

I  1.2' 

donne 

F'  (x)  =  lim  r       (^-•^)"~'        /(,.)  (^)]. 
L1.2  3.  ..(«—  1/        ^    ^J 

Si  la  limite  indiquée  est  zéro  ,  la  fonction  inconnue  F  [x) 
se  réduit  à  une  constante;  pour  la  déterminer,  on  n'a 
besoin  que  de  prendre  x  =  a  dans  l'équation  ci-dessus,  et 
ion  aura  F  (x)  =  F  [a)  =  f  [a)  ^  et,  par  conséquent, 

I  1.2 

En  vertu  des  remarques  que  nous  avons  faites,  l'exis- 
tence de  cette  équation  se  trouve  assujettie  à  deux  condi- 
tions :  la  première  condition  s'exprime  par  l'équation 


(4)  li 


r  .2.  .  .  (/?  —  i)'         ^     ^J  ' 


h  seconde  est  que  la  fonction  F  {x)  demeure  continue,  si 


12. 


(  i8u  ) 
l'on  va  Je  x  =  x  jusqu'à  x  =  a.  Celle  coiuliiioii  se 
peut  énoncer  d'une  manière  dift'érente,  quand  on  ob- 
serve que  la  fonction  F  (j^)  sera  toujours  continue  si  la 
dérivée  F'  [x)  jouit  de  la  même  propriété;  celte  dernière- 
fonction  esl  la  limite  de  l'expression  F'  (.r ,  //)  ;  donc,  si 
F'  {x^  ri)  est  continue,  quoi  que  soii  le  nombre  n,  il  esl 
clair  que  F' (x)  et.  par  conséquent,  F  (.:»•)  seront  de 
même  continues.  V.n  ayant  égard  à  la  valeur  (u)  di- 
F'(jc,  7/),  on  verra  sur-le-champ  que  la  continuité  de 
F'  (x,  n)  n'exige  que  la  continuité  do  /'"'(.r),  et  l'on 
parvient  ainsi  au  théorème  suivant  : 

Quart  ri  il  existe  un  intervalle  (hiris   lequel  toutes  les 
Jonctions  J[x)^  f  '  (.r) ,  /"  (.r),  etc. ,  sont  continues ,  alors 

/(«)=/(x)  +  ^-\/'(.^^)  +  ^^-=^V''(■^•)+•••, 

pourvu  que  les  valetws  x  et  n  soient  comprises  dairs  cet 
intervalle  et  qu  elles  satisjnsserrt  ii  In  conrli/ion 


Li.2..    {n  —  iV        ^    ' 


En  prenant  «  r=  .r  -H  // ,  on  aura  lo  théorème  de  Tavlor  ; 
pour  obtenir  le  théorème  de  Maclaurin,  nous  faisons 
a:  =  o,  el  nous  remplaçons  a  par  x\  aloi'S  on  peut  s'ex- 
primer de  la  manière  suivante  : 

Si  les  fondions  f  [x]  ^f  [x) ,  /"  (.r)  ,  elc,  sont  con- 
tinues dans  un  intervalle  qu'ernbmsse  la  valeur-  .r  =  o, 
alor's  il  ser'a  possible  de  développer-  la  forrction  f  {x)  en 
série  {le  la Jorrne 


ce  développement  subsiste  pour'  toutes  les  valeur's  de  x 
qui  sont  comprises  dans  l'intervalle  indiqué,  et  qui,  en 


{    ^8r   ) 
même  temps,  vciijicni  la  condition 

(6)  lim  [// A,.  .t:"-']=  o. 

Ce  ihéoièmo  justifie  la  mélhocle  des  coeflicieuis  indé- 
lerminés,  si  facile  à  employer;  il  contient  deux  conditions 
différentes  ;  l'une  sert  à  déterminer  \es  fonctions  qui  sont 
développables  en  séries  de  puissances,  l'autre  fait  con- 
naître les  valeurs  pour  lesquelles  subsiste  le  dévelop- 
pement. 

Pour  faire  voir  la  facilité  qu 'offre  l'application  de  notre 
théorème  ,  nous  prenons  pour  exemple 
f[x)  =z  eos  (ij.  arc  sin  ,r }  ; 

on  en  déduit  d'abord 

fAsin  (fx  arc  sin  :f) 

/        [X  ) ; ' 

V  I  —  X- 
n)      \ 

1  p-j;  sin  (fA  arc  sin  x)        ;/  '  cos  (p.  arr,  sin  x) 

J    (  J."  j  = 


et ,  par  cons^qu^nt , 

(.-x-)/"(,x)z=.r/'(.r)-f.-'/(x). 

En  différentiant  A  fois  cette  équation  ,  on  trouvera  faci- 
lement 

(8)  ,r-- (X)  ^ (^- ^  -^  ') ■^-/^^"" (-)  +  (>^--- fxM/(^) (x) 

Cette  équation  fait  reconnaître  que  la  fonction  J^'"'*'"^  (x) 
est  continue  entre  les  limites  x  =  —  i  et  .r  =  +  i ,  si  les 
fonctions  /^'+''  [x)  et  f  ^''  (x)  jouissent  de  la  même  pro- 
priété; mais,  comme  il  est  clair  que  les  fonctions^  (x), 
/'  (x) ,  f"  (x)  n'otfrent  aucune  solution  de  continuité 
entre  ces  limites,  on  en  conclut  que  toutes  les  fonctions 
/■(x),/'(x),  etc.,  sont  continues  pour  i^x^— i-,  le 
développement  est  donc  possible. 


(   '8.  ) 
.Maiiiteiiaiit  on  irouve,  à  laide  cU-s  ioiiuules  (y)  cl  (8)  : 

/(o)=,,      y'(o)  =  u,      /"(o)=-uS 
/"'(o)=o,    /''  {o)  =  —  u'(2-  — p'),  etc., 

ce  qui  tloiine  le  développement 

(  q  )      oos  (  u  arc  sin  x  j  =  i ' —  x-  —  — ^ ^  '      x'  — 

^  '^  1.2  I  .2.3.4 

D'ailleurs,  il  est  facile  de  prouver  que  l'expression 

/iA„  x"~'  , 
c'est-à-dire 

I.2.3...(2/?—  l) 

f'onverge  vers  la  limite  zéro,  en  supposant 
I  >  j:>  —  (  ; 

les    conditions    nécessaires    sont   donc   satisfaites    par   la 
détermination  i  >►  a\>  — i.  En  prenant  enfin 

arc  sin  .r  =r  3  , 
on  auia 

cos  fi  z  =  I !^ —  SHi-  z  -+- — -    ..     sm'  z  —  .... 

■^  1.2  I  .2.3.4 

1"^  2 

Cette  iunnulc  est  assez  connue  ,  mais  sa  démonslialioji 
ordinaire  est  moins  simple  et  ne  s'appuie  pas  sur  le  théo- 
rème de  Maclaurin. 


SIR  l\  DIVISION  DES  4RCS  DE  QIELOIES  COURBES, 
DÉRIVÉES  Dt\E  SECTION  COMOIE. 

Par   m.  STREBOR. 


Dans  le  tome  111  des  iSouvellcs  Annahs.   pai;e   :h)() 
(lu  trouNc  la  démonstration  des  tlicorcmes  à   laide  des- 


(  ^83  ) 
quels  on  peut  déterminer  géométriquement  des  ares  sur 
une  ellipse  ou  sur  une  hyperbole,  dont  la  difïérenee  est 
rectifiable.  Les  constructions  dont  il  s'agit  s'eiFectuent  au 
moyen  de  coniques  homofocales  avec  la  donnée. 

M.  Chasles  a  remarqué  que  les  arcs  d'une  hyperbole 
équilatère  à  dillérence  rectifiable  répondent  à  des  arcs 
égaux  sur  la  Icmniscate  qui  dérive  de  l'hyperbole.  Cet 
énoncé  s'applique  également,  en  regardant  la  lemriiscate 
comme  dérivée  de  l'hyperbole  par  la  mélhode  des  rayons 
vecteurs  réciproques,  ou  bien  comme  lieu  des  projec- 
tions orthogonales  du  centre  de  l'hyperbole  sur  ses  tan- 
gentes. 

Considéions ,  plus  généralement,  la  courbe  qu'on  ob- 
tient d'une  conique  centrale  quelconque,  par  la  construc- 
tion des  rayons  vecteurs  réciproques  issus  du  centre.  Dans 
le  cas  d'une  ellipse,  les  arcs  de  cette  courbe,  qui  lépon- 
dent  aux  arcs  d'ellipse  à  diliérence  rectifiable,  ont  pour 
différence  un  arc  de  cercle  ;  et  pour  l'hyperbole  ,  les 
arcs  de  la  courbe  dérivée  qui  répondent  aux  arcs  à  dilïé- 
rence  rectifiable,  ont  pour  dillérence  une  quantité  cir- 
culaii'e  ou  logarithmique,  selon  que  l'axe  imaginaire  de 
l'hyperbole  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  son  axe 
réel. 

On  sait  que  la  courbe  qu'on  vient  de  considérer  est 
aussi  le  lieu  des  projections  orthogonales  du  centre  d'une 
conique  sur  ses  tangentes.  Par  conséquent,  on  peut  dé- 
terminer sur  une  telle  courbe,  dérivée  d'une  ellipse,  des 
arcs  à  difTérence  circulaire-,  car  ces  arcs  répondent  évi- 
demment à  des  arcs  à  diflérence  rectifiable  sur  l'ellipse 
ayant  pour  axes  les  léciproques  des  axes  de  l'ellipse 
donnée  ;  et  pareillement  pour  l'hyperbole. 

Maintenant,  supposons  qu'on  dérive  d'une  ellipse  une 
courbe,  eu  projetant  le  centre  orthogonalement  sur  les 
tangentes,  et  de  cette  nouvelle  courbe  une  autre,  en  ré- 


(  iî^4  ) 

pétant  la  nu'iue  coiisliuction ,  vl  ainsi  de  suiU'.  Kn  dr- 
signant  l'ellipse  comme  la  première  de  cette  série,  on 
peut  énoncer  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Les  arcs  ric  la  troisième,  cinquième  courbe,  et.  d'uur 
courbe  quelconque  de  cette  série  d'ordre  impair,  qui  ré- 
pondent à  des  arcs  à  différence  rectijiable  sur  la  pre- 
mière, c  est-à-dire  sur  V ellipse,  ont  pour  différence  une 
quantité  composée  de  deux  parties,  l'une  ali^ébrique  et 
l'autre  circulaire . 

Les  arcs  de  la  quatriènui ,  sixième  courbe,  et  d'une 
courbe  quelconque  d'ordre  pair,  qui  répondent  îi  des 
arcs  à  dijjérence  circulaire  sur  la  seconde,  ont  pour  dif- 
férence une  quantité  composée  de  deux  parties,  l'une 
algébrique  et  l'autre  circulaire. 

Considérons  la  courbe,  enveloppe  des  perpendiculaires 
menées  aux  extrémités  des  diamètres  d'une  ellipse,  et 
supposons  qu'on  dérive  de  cette  courbe  une  autre  courbe 
d'après  la  même  méthode  de  génération  ,  et  ainsi  de  suite. 
En  regardant  l'ellipse  comme  la  première,  on  peut  énon- 
cer les  deux  théorèmes  (jue  voici  : 

Les  arcs  de  la  troisième,  cinquième  courbe,  et  d'une 
courbe  quelconque  d'ordre  impair  qui  répondent  à  des 
arcs  il  différence  recliji(d)le  sur  la  première,  ont  pour 
différence  une  quantité  algébrique. 

Les  arcs  de  la  deuxième,  quatrième  courbe,  et  d'une 
courbe  quelconque  d'ordre  pair  qui  répondent  ci  des  arcs 
il  différence  circulaire  sur  la  courbe,  lieu  des  projections 
orthogonales  du.  centre  de  l'ellipse  [la  première)  sur  ses 
tangentes,  ont  pour  différence  une  quantité  algébrique. 
Supposons  qu'on  dérive  d'une  hyperbole  une  suite  de 
courbes  se  succédant  d'après  la  première  des  dinx  lois 
qu'on  vieiu  de  considérer  pour  rdlipse:  on  aura  doiw 
deux  théorèmes  que  voici  : 

Les  arcs  de  la   troisil-nw.  cinquième  courbe .  cl  •/  uitf. 


(  i85  ) 

courbe  (juclconciuc  d'ordre  inipaii  qui  rcjio/idcul  à  dc:> 
arcs  à  différence  rcctifiahle  sur  riiyperhole  [la  prc- 
niière) ,  ont  pour  différence  une  quantité  composée  de 
deux  parties,  l'une  algébrique  et  l'autre  circulaire  ou 
logaritlwnque,  selon  que  Vaxe  réel  de  Vhyperbole  est 
plus  petit  ou  plus  grand  que  son  axe  imaginaire. 

Les  aj'cs  de  la  quatrième,  sixième  courbe,  et  d'une 
courbe  quelconque  d'ordre  pair,  qui  répondent  à  des  arcs 
à  différence  circulaire  [ou  logarithmique)  sur  la  seconde:, 
ont  pour  différence  une  quantité  composée  de  deux 
parties,  l'une  algébrique  et  l'autre  circulaire  [ou  loga- 
rithmique]. 

On  doit  observer  que,  si  les  arcs  des  courbes  d'ordre 
impair  admettent  dans  leurs  diiFérences  une  quantité  cir- 
culaire (ou  logarithmique),  la  quantité  analogue  qui 
figure  dans  les  courbes  d'ordre  pair  sera  logaritliniiquc 
(ou  circulaire) ,  et  vice  versa. 

Ces  théorèmes  se  simplifient  beaucoup  pour  l'hyper- 
bole équilatère.  Dans  ce  cas ,  les  arcs  d'une  courbe  quel- 
conque de  la  série,  d'un  ordre  pair  ou  impair,  qui  ré- 
pondent à  des  arcs  à  différence  rectifiablc  sur  Ihyperbole, 
ont  eux-mêmes  une  différence  rectifîable.  Cette  différence 
s'évanouit  pour  la  seconde,  c'est-à-dire  pour  la  Icmnis- 
cate  •,  ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  de  M.  Chasles. 

Des  théorèmes  analogues  à  ceux  que  nous  avons  con- 
statés dans  le  cas  de  l'ellipse,  existent  pour  la  série  de 
courbes  dérivées  de  l'hyperbole,  d'après  la  seconde  des 
lois  que  nous  avons  considérées.  Une  partie  algébrique 
seulement  se  trouve  dans  les  différences  des  arcs  des 
courbes  dont  il  s'agit. 

Je  finirai  en  mentionnant  un  théorème  de  géométrie 
sphériquc  : 

Les  arcs  d\inc  hyperbole  équilatère  sphériquc  [de 
première   rspcce),    qui  ont  pour   différence  un  arc   d< 


(  '^^''  ) 

grurul  Lviclc,  iCf>o/itIc/it  à  ita  aie. s  c^aax  sur  Li  splièro- 
Icniniscatc  [cîe  piernit-rc  espèce)  (pii  dciive  de  Vh}  pcrbolc. 
{Foir\iiS  Nouvelles  Atmales,  t. VU,  p.  \'^^-\'Sn.) 


SECONDE  SOLLTIO\  DE  LA  QIESTION  ii:) 

;  Tuil-  I.   XI,  |i    VS)  ; 

Par  ]M.   l'abhé  CUSSET, 
Du  sciiiiiKiiro  de  \'als. 


l  11  iionil)ic  paii'  claiil  déconipusc ,  autant  de  lois  (juc 
faire  se  pcul,  on  deux  t'acteurs,  l'un  impair  (ruuité 
comprise)  et  l'autre  pair;  la  somme  des  facteurs  pairs, 
nioiiis  la  somme  des  facteurs  impairs  eorrespoiidauls,  est 
égale  à  la  somme  de  tous  les  diviseuis  de  la  uioitié  du 
nombre  donné.  (J.vcobi.) 

Cette  question  n  estcju  un  cas  particulier  d'un  llicorèmc 
plus  général  qui  peut  s'énoncer  ainsi  : 

On  donne  un  nombre  quelconque  N  =  p'^  K  ,  p  élaul 
un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  K. 

Soient 

L    la  somme  de  tous  les  diviseurs  de  R; 
l\l  celle  de  tous  les  diviseurs  de  //''~'K. 

Si  l'on  décompose,  autant  de  fois  que  faire  se  [>eut,  N 
en  deux  facteurs  dont  l'un  soit  premier  avec  /;,  l'unité 
comprise,  la  somme  de  tous  les  facteurs  non  pn-micis 
avec  />,  moins  la  somme  des  facteurs  premiers  avec  />,  est 

égale  à  la  somme  de  tous  les  facteurs  de  /;"  "  '  K  multipliée 
par  p  —  I ,  c'esl-à-dire  à   (/>  —  i)  M. 

En  eiret,  à  chaque  facteur  de  N  =^  p"  K  •  qui  est  pre- 
mier avec  p  ou  diviseur  de  K  .  <(>iii'spond  un  aulr<'  di- 
viseur  de    K.    inulliplie   p;ti     //',   d'où    il    li'sulle  fpie    I.t 


(  '87  ) 
(lillëieucc  de  ces  deux  soiiinics  est  [ji^' —  »)J^5  mais 

p  —  l 

est  la  somme  des  diviseurs  de  />>'''"'  K  que  nous  représen- 
tons par  M;  donc 

(//--.)L  =  (/.-.)  M. 
Comme  application  ,  faisons 

/;  =:  2, 

et  la  question  proposée  sera  résolue. 

Note.  M.  Casimir  Rey  a  résolu  de  la  même   manière  le  théorème  de 
Jacobi,  généralisé. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  235 

(voir  I.  X,  p.  183)  ; 

Par    m.     l'abbé    LECOINTE, 
Professeur  au  séminaire  de  Vais. 


Résoudre  en  nombres  rationnels  l'équation 

xi-  =  y^. 

m  p 

solutions  demandées ,  on  aura 


III  iJ       .  1 

Solution.  Supposons  que  x  =  —  ■>  j  =  ~  soit  une  de& 


p  m 

x^  =z  j"  ,     ou  bien     xP"  =  j""? 

ou  bien  encore,  en  posant />>/f  =  /•,  nu/  =  t, 

.V=y'. 

f.cs  valeurs  .r  =  -  ?  i  =  -  satisferont  donc  au  svslème 

I,     ■  rj 


(   >^^8  ) 
dos  tlrux  ctjiialioits 

■i'  — /', 

Cela   posé,   cheichons   à    rcsoudif    \v  système    de   ces 
deux  équations;  on  a 

r  log  x-  =  f  log  7, 


r        j;  r 

r         t  t 


d'où 


(') 


12)  >=l7 


=(7:)-'- 


Parcoiisc([ULiii .  pom  avoir  toutes  les  solutions  deman- 
dées, il  n'y  a  qu  à  choisir  /'  et  /  de  telle  sorte  que  ces 
valeurs  de  x  cly  soient  rationnelles ,  et  pour  cela  ,  comm»' 

= h  •  1  il  sufïira  de  satisfaire  à  1  éciuatioM 

r—tr—t^  ' 


r—  t 


c  étant  un  nombre  entier  ([uelconcpie,   pai   des   \aleni> 
entières  de  /et  t. 

Or  cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  loi  nu 

1  +  e        r 
r  t' 

donc,  pour  avoir  les  solutions  ratiojinelles  di'  I  é(ju,tiiu!( 

•r'  -)', 

il  suffira  tic  donner  à  r- une   \al<ni   enlièi''  «piel<  ompic. 


(   i8y 
de  poser  ensuite 


t  =  c. 


et  de  substituer  ces  valeurs  dans  les  expressions  (i)  et  (2  ) 
de  X  et  j^  ce  qui  revient  à  prendre  pour  formules  géné- 
rales donnant  les  solutions  de  la  question  proposée, 


expressions  dans  lesquelles  e  désigne  un  nouvel  entier 
quelconque. 

ObseivatioTi.  Indépendamment  des  solutions  données 
par  les  formules  précédentes ,  l'équation  proposée  en 
admet  une  infinité  d'autres  5  mais,  comme  elles  sont  évi- 
dentes, il  est  inutile  d'en  parler. 

Note,  Une  autre  solution  très-bonne  donnée  par  M.  Gennochi  exige  une 
trop  longue  discussion. 


SOLITIO^  DE  L\  OIESTION  115  (WALLIS) 

(voir  t.  VI,  p.  2IG)  ; 


Par  m,   h.    FAURE, 

Lieutenant  d'artillerie. 


La  surface  dont  il  s'agit  ici  peut  être  considérée  comme 
engendrée  par  une  droite  mobile  assujettie  à  rester  paral- 
lèle à  un  plan  fixe,  et  à  s'appuyer  constamment  sur  une 
ellipse  et  sur  une  droite  parallèle  au  plan  de  cette  courbe. 
Prenons  pour  plan  des  XY  le  plan  directeur,  pour  plan 
des  YZ,  celui  de  l'ellipse  directrice,  et  supposons,  de  plus, 
que  les  axes  OY,  OZ  soient  menés  parallèlement  à  deux 
diamètres  conjugués  de  l'ellipse. 


(   i9«)  ) 
Les  é(jualioii;>  (les  directrices  scioiit  :  puui'  la  droite, 
r  =  m,      f  =  nz-hp; 
puiir  l'ellipse, 

x=o,      n- y' -^  b-z'- z=.  a"b-. 

Les  équations  de  la  génératrice  seront  do  la  forme 

En  exprimant  qu  elle  s  appuie  constamment  sur  les 
directrices,  on  trouvera  entre  or,  ê,  y,  les  deux  relations 

n  y.  -\-  p  =z  ^  m  -{-  'f  ,      rt'7  -  +  h-  y?  =  a-  b-. 

Eliminant  a  ,  c  ,  y  entre  ces  deux  éqiiations  et  celles  de  la 
génératrice ,  on  obtient  l'équation 

n-  ( my  —  px  —  nxz)-  =r  ( .r  —  m )-  (a-  —  z')  b-. 

Elle  représente  un  conoïde  qui  ne  peut  être  coupé  sui- 
vant une  conique  que  par  des  plans  parallèles  à  celui  des 
XZ.  Du  reste,  un  tel  plan  donnera  toujours  potir  section 
une  ellipse. 

Soitx  =  e  un  de  ces  plans;  la  section  sur  le  plan  des  YZ, 
où  elle  se  trouve  projetée  en  vraie  grandeur,  aura  pour 
équation 


w-  >■-  —  2  mn  eyz  -+- 


n-  a-  H-  —  (ê  —  m  ) 


—  "xpm  zy  -^  1  n  i- pz  -h  p-  g-  =z  o 

Appelons  A*  le  carré  de  la  surface  de  cette  ellipse,  on  a 

4L^sin-y 

A-  = ■ r-. 


'^  étant  1  angle  formi'  pai-  les  axes  des  V  et  des  Z. 
Or.  i<i  on  lron\e 

^m-  b''  (s  —  i/i)' 


el 


tluiic 


L  = 


[    'yï    ) 

4  ni'  h'  (  £  —  in  y 


(7-  /»'  (e  —  /«)-7r  sin^  7- 


Tzab  —  sin  y  [s  m) 


m 
par  suilf .  le  volume  sera 


V  =    /     A  r/c  =  -  vahm  sin  7. 


('(■volume  est  donc  la  moitié  de  celui  d'un  cylindre  qui  au- 
rait pour  base  lellipse  directrice ,  et  pour  hauteur  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  la  droite  svn^  le  plan  de  l'ellipse. 


SOLUTION  DE  LA  OllESTIO\'  165 

(  Toir  I.    VI,  p.  39i  )  ; 

Par  m.   h.  FAURE, 

Lieutenant  d'artillerie. 


Théorème.  \j\  "+~  (  ~  )  ^^  ^   étant  V équation  d'une 

ellipse  rapportée  à  ses  axes,    (  -  J  -j-  (  -  j  =  i    est  Vé- 

quation  de  la  polaire  réciproque  de  la  développée  de 
Vellipse,  relativement  au  cercle  représenté  par 

x'  -\-  y''  =  (7-  —  /;-. 
Démonsfraiioti.    Désignani  par'  t ,  v ,  les  coordonnées 


'  (  ly^  ) 

<rim  iciHic  il<'  (ouiljurc,  l'équation  tic  la  (.K'\ c*lopp«''<'  est 

'2.  i     i  J. 

(i)  a'^t' -h  h',>'  =  c\ 

L  c'(juation  ck*  la  polaire  du  point  {t,  f)  est 

cy  -+-  tx  =  c^y 
d'où 

c-  —  tx 


y 

Substituant  dans  lequation  (i) ,  on  trouve 


2.     ' 


(2)  n'jW  -h  b^(c'  —  tx-y  =y'c' 
i 

équation  d'où  Ton  déduit,  en  difrérentiant  et  simplifiant, 

(3)  a' y'[c-'  —  txy  =  l?ë  x; 

il  ne  s  agit  que  d'éliminer  t  entre  les  équations  (2)  et  (3). 
Elevant  au  cube  les  deux  membres  de  l'équation  (3), 
on  trouve 

a^  Y-  (c-  —  tx)  =  b-  tx* ,       t  =  ;  ■  „    „ .,    ,,     » 

et 

Irc-x"^ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  on  trouve, 
après  avoir  chassé  le  dénominateur, 

—  L    1. 

[a'y^  +  b'x'Y  =y^  x\ 

ou,  en  élevant  au  cube, 
ce  qui  revient  à 


(   ^9^  ) 
EXPÉRIENCE  DE  M  FOIICAILT. 

(Extrait  d'iuio  Lettre  adressée  à  M.  Tcrqueni.) 


Je  viens  de  lire  dans  la  Reuiw  de  Vlnslruclion  publique 
plusieurs  articles  plus  que  malveillants  relatifs  au  travail 
de  M.  Foucault  sur  le  pendule.  L'auteur  de  ces  articles  v 
mêle  des  insinuations,  regrettables  à  mon  avis,  et  peu  en 
harmonie  avec  le  Ion  habituel  de  ce  journal.  Quoique  la 
forme  même  de  ces  critiques  me  disposât  peu  à  y  attacher 
de  l'importance,  j'ai  cru  devoir  vérifier  une  citation  que 
l'on  donne  comme  sans  réplique,  et  qui,  en  eHct,  déta- 
chée de  ce  qui  la  précède,  pourrait  constitiu^r  pour  Poléni 
un  droit  à  l'explication  du  phénomène  Mais  je  vous 
déclare  qu'api^ès  avoir  lu  le  Mémoire  entier,  il  me  semble 
impossible  de  mêler  le  nom  de  Poléni  à  l'histoire  de  cette 
découverte.  Permettez-moi  de  vous  faire  une  courte  ana- 
lyse de  son  travail. 

Poléni  commence  par  rapporter  textuellement  un  pas- 
sage d'Huyghens  sur  les  effets  de  la  force  centrifuge ,  eu 
changeant,  pour  plus  de  clarté,  la  figure,  et  remplaçant 
par  une  perspective  le  dessin  en  coupe  fait  par  Huyghens. 
Eh  bien,  chose  incroyable,  dans  cette  reproduction  de  la 
figure  d'Huyghens,  Poléni  montre  clairement  qu'il  ne  l'a 
pas  comprise,  et  il  représente  la  force  centrifuge  comme 
tangente  au  parallèle  terrestre  !  Non-seulement  il  la  repré- 
sente ainsi,  mais  il  place,  dans  le  texte  d'Huyghens,  une 
parenthèse,  pour  apprendre  à  son  lecteur  qu'à  Paris,  la 
force  centrifuge  est  tangente  au  parallèle  de  Paris.  Huy- 
ghens disait  :  KH  représentai  funcm  quocl  recedit  a  per- 
pendiculari  KDC  quia  rejicitur  per  inotuui  circularein 
secunduin  lineam  DM.  Poléni  ajoute  .  Est  aulem  ea  DM 

Ann    de  )t,i (lu-mat.,  t.  XI.  (Mai  iSSa.)  l3 


(   HH  ) 
liiiea  taugens  ciiciihtin  DlMC),  pinallcluni  Piirnivriscni. 

C'est  sous  rinflurnce  Je  celle  idée  sur  la  direclion  de 
la  force  cenli  ifug(.'  que  rarticlc  de  Poléiii  est  écrit.  Ce  qui 
suit  n'a  donc  aucun  fondement  sérieux,  l/auteur  se  de- 
mande si  deux  pendules  de  même  longueur  oscilleront  de 
la  même  manière  dans  des  plans  perpendiculaires.  11  con- 
clul  «jue  le  contraire  est  croyable,  sans  entrer  d'ailleurs 
dans  aucune  evplicalion.  (^najil  h  la  phrase  cilée  par 
M.  le  rédacteur  de  la  Jlc\'ue  tir  l' fnstniction  juihliquc , 
elle  signifie  simplement  qne  l'arc  décrit  par  le  pendule 
n'est  pas  ligoureusemenl  dans  un  seul  et  même  plan  , 
mais  que  l'on  peut  négliger  sans  inconvénient  les  petites 
perturbations  qui  résultent  de  là. 

Evidemment,  Poléni  ne  savait  pas  qu'en  quebpn^s  mi- 
nutes la  déviation  devient  assez  grande  pour  être  appréciée 
à  la  vue  simple  et  sans  instrument  de  précision.  S  il  l'avait 
su,  il  aurait  affirmé,  sans  hésitation,  qu'en  un  lieu  déter- 
miné, il  est  possible  de  donner  une  preuve  sensible  de  la 
rotation  de  la  terre  ;  il  se  serait  gardé  surtout  de  proposer, 
pour  atteindre  ce  but,  une  expérience  vague  et  irréalisable, 
s'il  en  avait  connu  une  autre  concluante  et  facile  comme 
l'est  celle  de  M.  Foucault.  J'ajouterai  que  Poléni ,  eùi-il 
positivement  énoncé  le  phénomène  (ce  qui  n'est  pas  exact), 
n'aurait  aiu'un  droit  à  être  regardé  comme  le  premier  qui 
l'aitexpliqué.  Quand,  après  avoir  lu  le  Traité  dlluyghens, 
et  sous  forme  de  commentaire ,  on  affirme  que  la  force  cen- 
trifuge produite  par  la  rotation  de  la  terre  est,  à  Paris, 
tangente  au  parallèle  de  Paris,  on  peut  avoir,  sur  l'in- 
liuence  de  cette  force  imaginaire ,  telles  idées  (pu*  l'on  vou- 
dra :  ces  idées  sont  non  avenues  aux  yeux  de  la  jioslérité. 

J.  BERTRANP, 

M.nilrc  de  ('.oiiri-rctu-es  ii  flù-olc  Ntirmalc. 

Moic.  I.c  iiroinior  qui  ait  cinislalo  !<■  niouvcmont  di-  rotation  de  la  tcrio 
par  la  rlnitc  des  ror]i<!  liln-os,  r'osl   Nowttm    !.<■  preniior  qui  iiil  v\\  t'iilic 


(  *y^  ) 

«.le  constater  ce  moiivomeiil  par  la  chute  des  corps  non  libres  par  le  pen- 
ilule,  c'est  Poléni.  Il  connaît  le  changement  dans  la  direction  des  oscilla- 
tions :  Tum  aniniadvcrteram  [consideiata  hypoihcsi  tcrrœ  molœ)  in  una  pen- 
duli  oscUlutione  non  describi  ab  ejus  centra  peifecle  eundcmque  arcum  in 
piano  eodem  {Philos.  Tinns.,  v.  XLII,  p.  3o3).  Il  n'insiste  pas  sur  ce  fait, 
ot  propose  de  faire  osciller  le  pendule  dans  un  plan  méridien ,  et  ensuite 
dans  un  plan  vertical  perpendiculaire  à  oc  plan  méridien ,  et  de  conclure 
la  rotation  de  la  terre  de  la  difterence  de  durée  des  oscillations.  Dubuat  a 
démontré  que  cette  différence  n'existe  pas ,  mais  qu'il  existe  une  différence 
entre  le  mouvement  du  pendule  à  raidi  et  à  minuit  (t.  X,  p.  i6o).  Cette 
différence  ne  peut-elle  pas  influer  sur  une  singulière  variation  d'ascension 
droite  entre  des  étoiles  éloignées  de  douze  heures ,  que  M.  Le  Verrier  vient 
de  signaler?  (Comptes  rendus^  séance  du  26  avril  iSSa.)  M.  Foucault  est 
incontestablement  le  premier  qui  se  soit  attaché  uniquement  au  change- 
ment de  direction  du  plan  d'oscillation.  Son  expérience  a  été  avec  raison 
admirée  de  tout  le  monde,  parce  que,  par  sa  simplicité,  elle  est  à  la 
portée  de  tout  le  monde.  Certes,  les  expériences  optiques  du  jeune  physi- 
cien ,  quoiqu'elles  aient  une  plus  haute  valeur  scientifique  ,  devaient  moins 
exciter  la  curiosité  publique;  mais  le  pendule  est  d'une  utilité  populaire. 


RECHERCHES  GÉNÉRALES  SIR  LES  SURFACES  COURBES  5 

Par   m.   GAUSS. 

Traduit  du  latin  par  M.  T.  A.  ,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique.) 


I. 

Les  recherches  dans  lesquelles  on  s'occupe  des  direc- 
tions de  diverses  droites  dans  1  espace  sont,  la  plupart 
du  temps ,  portées  à  leur  plus  haut  point  d'évidence  et  de 
simplicité,  si  l'on  se  sert,  comme  auxiliaire,  d'une  surface 
sphérique  d'un  rayon  égal  à  i ,  décrite  autour  d'un  centre 
arbitraire,  et  dont  les  diiïerents  points  seront  ccjisés  re- 
présenter les  directiojis  des  droites  parallèles  aux  z'ayons 
terminés  à  cette  surface.  La  situation  de  tous  les  points 
dans  Icspace  étant  déterminée  par  trois  coordonnées , 
savoir,  par  les  distances  à  trois  plans  fixes  normaux  entre 
eux,  il  faut,  avant   tout,  considérer  les  directions  des 

i3. 


(  »yi>  ) 

axes  noiiiiaux  a  i  c  b  plans  :  nous  désignerons  pai  (i),  (^'.  j, 
(3)  les  points  de  la  surface  de  la  sphère  qui  reprcsenlcnl 
ces  dircclions^  leur  dislauce  mulucllc  sera  donc  un  qua- 
drant.  Du  reste,  nous  supposerons  les  directions  des  axes 
allant  vers  les  régions  pour  lesquelles  les  eooidonnées 
correspondantes  reçoivent  un  accroissement. 

II. 

Il  ne  scia  pas  inutile  de  nutlie  ici  sous  les  yeux  quel- 
i{ues  propositions  qui  sont  d  un  usage  fréquent  dans  les 
({uestions  de  ce  genre. 

1.  L  angle  de  deux  droites  qui  se  eoupt.Mii  a  pour  me- 
sure langle  compris  entre  les  points  qui ,  sur  la  surface 
de  la  sphère,  répondent  à  leurs  directions. 

2.  La  situation  d'nu  plan  quelconque  peut  être  repré- 
sentée par  le  grand  cercle  de  la  sphère  >  dont  le  plan  lui  est 
parallèle. 

3.  Langle  entre  deux  plans  est  égal  a  1  angle  sphérique 
compris  entre  les  deux  grands  cercles  c[ui  les  représen- 
tent, et,  par  conséquent,  a  pour  mesure  Tare  intercepté 
entre  les  pôles  de  ces  grands  cercles.  Par  suite,  l'in- 
clinaison d'une  droite  sur  un  plan  a  pour  mesure  l'arc 
mené  normalement  du  point  qui  répond  à  la  direction  de- 
là droite,  au  grand  cercle  qui  représente  la  situation  du 
plan. 

4.  Désignant  par  .r,  y,  z,  .r',  j',  z'  les  coordonnées 
de  deux  points ,  par  r  la  distance  entre  ces  points  ,  et  par  J . 
le  point  qui,  sur  la  surface  de  la  sphère,  représente  la 
direction  de  la  droite  menée  du  premier  point  an  second  , 
on  aura 

.r'  =z  X  -\-  r  cos  (  I  )  L , 
/=:j-h/-COs(2)L, 
z'  =  ;:  H- /-ces  (3)  L. 
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o.   Dv  là  on  Jéduil  facilement  qu'on  a.  eu  généial . 

ros-  (  1 1  L  -H  cos-    2  ;  L  +  ces*  (  3  1  L  =:  r , 

et,  en  désignant  par  L  un  autic  point  quelconque  de  la 
surface  de  la  splicre, 

cos(i)L.cos(iiL'+cos(2  L.cos'^2)L'4-  cos(3)L.cos(  3)L'=  cosLI,'. 

6.  Théouème.  En  rlési^innnt  par  L,  L',  L",  \J"  (jwilre 
points  sur  la  sur/ace  de  la  sphère,  et  par  A  l'angle 
que  les  arcs  LU.  \J'\"'  forment  à  leur  point  de  concours, 
on  aura 

rosLL'  .cosL'  i^'  —  cosLL  ".  cosL'L'  ::^  sin  LL  .  sin  L'  L" .  cosA. 
Démonstration.   Dénotons  de  plus,  par  la  lettre  A  ,  le 
point  même  de  concours,  et  posons 

AL  ~  f,      AI/  =  t\      AL"  =  /' ,      AL  '  =  t"'  ; 
nous  avons  ainsi  : 

cos  LL"  :=  cos  ? .  cos  /  " -f-  sia  ^.sin  f"  cos  A, 
cos  L' L  "  =  cos  t' cos  t  "  +  sin  ?  '  sin  t  '"  cos  A , 
cos  LL'"  =  cos  t  cos  t'"  -h  sin  t  sin  /'"cos  A  , 
cos  L' L"  =r  cos  t ' cos  t"  -\-  sin  / '  sin  ^ "  cos  A  ; 

et ,  par  conséquent , 

cos  LL  .  cos  L' L    —  cos  LL   .  cos  L' L' 

/       cos  t  cos  t'  sin  t  '  sin  t'" 
=  cos  A  I    H-  cos  /  '  cos  t"'  sin  t  sin  t"  —  cos  t  cos  t  '"  sin  t  '  ^iii  t 

\  —  cos  t'  cos  t"  sin  t  sin  t'" 
=  cos  A  (cos  t  sin  t'  —  sin  t  cosf'  1  (cos /''sin  t'"  —  sin  t"  cos/'"^ 
=  cos  A .  sin  [t'  —  t)  sin  ( î'"  —  t") 
=  cos  A.  sin  LIi'.  sin  L''  L'". 

D'ailleurs,  comme  il  part  du  point  A  deux  branches  de 
chaque  grand  cercle,  il  se  forme  en  ce  point  deux  angles, 
flont  l'un  est  le  complément  de  1  autre  à  i8u  degrés  :  mais 
notre  analyse  montre  qu'on  doit  prendre  les  branches 
dont  les  directions  eoncordent  avec  le  sens  de  la  marche 
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du  point  L.  vers  L',  el  du  point  L"  vers  L'"  :  ceci  cojiipris . 
on  voit  en  même  temps  que,  les  grands  cercles  concourant 
en  deux  points,  on  peut  prendre  arbitrairement  celui 
des  deux  qu'on  voudra.  Au  lieu  de  l'angle  A,  on  peut 
aussi  prendre  l'arc  compris  entre  les  pôles  des  grands 
cercles  dont  font  partie  les  arcs  LL'.  L"L'";  mais  il  est 
évident  qu'on  doit  prendre  les  pôles  qui  sont  situés  sem- 
blablement  par  rapport  à  ces  arcs,  c'est-à-dire  que  les 
deux  pôles  soient  situés  à  droite,  quand  on  marche  de  L 
vers  L',  et  de  \J'  vers  L'",  ou  bien  tous  les  deux  à  gauche. 
7.  Soient  L,  L',  L"  trois  points  sur  la  surface  de  la 
sphère,  et  posons ,  pour  abréger, 

cos(i)L  =^,       cos(2)L  =  j,       cos  (3)  L   =  s, 
cos  (  I  )  L'  =  jt'  ,      cos  (  2  )  L'  =  y' ,       cos  (  3  )  L'  =  z' , 
cos(i)L"=rj:",      cos(2)L"=y',      cos(3)L"=z", 
et 

xy'  z"  -h  x'  y"  z  +  x" yz'  —  xy"  z'  —  x' yz"  —  x" y'  z  =.  \. 

Que  X  désigne  celui  des  pôles  du  grand  cercle,  dont 
l'arc  LL'  fait  partie,  qui  est  placé  par  rapport  à  cet  arc 
de  la  même  manière  que  le  point  (i)  est  placé  par  rap- 
port à  l'arc  (2),  [S).  Alors  on  aura,  d'après  le  théorème 
précédent , 

yz'  —  y'  ZT=  cos  (  I  )  A .  sin  (  2  )  (  3  ) .  sin  LL', 

ou ,  à  cause  de  (2)  (3)  =  90  degrés , 

yz' — y' Z  :=  cos  (1)  ).  .sin  LL', 

et ,  de  la  même  manière , 

zx'  —  z' x  =  cos  (2  )  )..sin  LL', 
xy'  —  x'y  =  cos  ( 3)  X .  sin  LL'. 

Multipliant  ces  équations  respectivement  par  a",  )  % 
:;",  et  ajoutant,  nous  obtieinhons  .  ;ni  niuvm  ihi  seconil 
ihcorème  rapporté  au  n"  5. 

1  r:r  cosÀL   .  sni  lA.  . 
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Il  laat  uiaiiiiciKuii  distiuguei  Uois  cas.  Piciiucicment, 
chaque  (ois  que  L"  osl  si  lue  sur  le  grand  cercle  dont  fait 
parlie  Tare  LL',  on  aura  XL"=  90  degrés,  et  par  suite, 
A  =  o.  Mais  quand  h"  est  situe  hors  de  ce  grand  cercle, 
on  aura  le  deuxième  cas,  s'il  est  dans  le  même  hémisphère 
que  X;  le  troisième,  s'il  est  dans  l'hémisphère  opposé  : 
dans  ces  derniers  cas  ,  les  points  L,  L',  L"  formeront  un 
triangle  sphérique,  et  seront  placés,  dans  le  deuxième  cas, 
dans  le  même  ordre  que  les  points  (1) ,  (2) ,  (3)  ,  et,  dans 
le  troisième  cas,  dans  l'ordre  opposé.  En  désignant  sim- 
plement par  L,  L',  h"  les  angles  de  ce  triangle  et  par  p 
la  perpendiculaire  menée,  sur  la  surface  de  la  sphère,  du 
point  h"  au  côté  LL',  on  aura 

sin/»  =  sin  L.sin  LL"  =  sinL'.sin  L'L",     et    XL"  =  go^zjz/^, 

le  signe  supérieur  devant  être  pris  dans  le  deuxième  cas  , 
et  le  signe  supérieur  dans  le  troisième.  De  là  aussi  nous 
lirons 

rh  A  ^=  sin  L  .  sin  LL' .  siii  LL"  =  sin  L' .  sin  LL' .  sin  L' L" 

=  sin  L"  .  sin  LL" .  sin  L' L"  . 

11  est  d'ailleurs  évident  que  le  premier  cas  peut  être 
censé  compris  dans  le  deuxième  ou  le  troisième,  et  l'on  voit 
sans  embarras  que  ±  A  est  égal  à  six  fois  le  volume  de  la 
pyramide  formée  entre  les  points  L,  L',  h"  et  le  centre 
delà  sphère.  Enfin ,  on  tire  de  là  avec  la  plus  grande  faci- 
lité ,  que  la  même  expression  ±-^A  exprime  générale- 
ment le  volume  d  une  pyramide  quelconque  comprise 
entre  l'origine  des  coordonnées  et  les  points  dont  x,  7, 
z  j  x\  y',  z'  -^  x'\  >  ",  z"  sont  les  coordonnées. 

m. 

Une  surface  courbe  est  dite  avoir  une  courbure  conti- 
nue en  un  point  A  situe  sur  elle  ,  si  les  directions  de  toutes 
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les  droiU's  inenéi-s  du  point  A  à  tous  les  points  de  l;i  sur- 
face infiniment  peu  distants  de  A  ,  ne  s'écartent  ([u'inli- 
uiment  peu  d'un  seul  et  même  plan  passant  par  A  :  ce 
plan  est  dit  tangent  à  la  surface  au  point  A.  Si  l'on 
ne  peut  satisfaire  à  cette  condition  en  quelque  point,  la 
continuité  de  la  courbure  est  inlerronipue  en  cet  endroit , 
comme  il  arrive,  par  exemple,  au  sommet  du  cône. 
Les  recherches  présentes  seront  restreintes  aux  surfaces 
courbes,  ou  aux  portions  de  surface,  pour  lesquelles 
la  continuité  de  courbure  n'est  nulle  part  interrompue. 
]Nous  observons  seulement  ici ,  que  les  méthodes  qui  ser- 
vent à  déterminer  la  position  du  plan  tangent  perdent 
leur  valeur  pour  les  points  singuliers  dans  lesquels  la  con- 
tinuilé  de  courbure  est  interrompue,  et  doivent  conduire 
à  des  indéterminations. 

IV. 

La  situation  d'un  plan  tangent  est  cojinue  commodé- 
ment par  la  position  de  la  droite  qui  lui  est  normale  au 
point  A  ;  cette  droite  est  dite  aussi ,  normale  àcetlc  surface 
courbe.  JNous  représenterons  la  direction  de  cette  normale 
parle  point  L  sur  la  surface  de  la  sphère  auxiliaire,  et 
nous  poserons 

cosii)L  =  X,      ct>s(2)L  =  Y,      cos(3)L=Z; 

nous  désignons  par  x,  y.  z  les  coordonnées  du  point  A. 
Soient,  de  plus  ,  x  -\-  dx ^  y  -\-  dj^  z  -\-  dz  les  coordon- 
nées d'un  autre  point  A'  pris  sur  la  surface  courbe  5  ds  sa 
distance  infiniment  petite  au  point  A  :  enfin  \  le  point  de 
la  surface  s[)li(''rique  représentant  la  direction  de  lelé- 
ment  AA'.  On  aura  aussi 
dx  =  ds .  ces  (  I  )  ^ ,        dy  ^=  ds .  ces  (  2  )  >  ,        dz  :=  ds .  cos  (  3  )  >  , 

ei ,  puisque  l'on  doit  avoir  AL  =  yo  degrés  , 

X  e«is  (  I  )  ).  -I-  Y  cos  (  2  )  >  -f  Z  fos  (  3 }  X  — .  o . 


(  ^^1  ) 

Do  la  cojiibinaisoii  Je  ces  équations  dérive 
X  (Ix  4-  Y  dy  +  Z  rfz  =  o. 

On  a  deux  méthodes  générales  pour  montrer  le  earaclère 
d'une  surface  courbe.  La  première  méthode  se  sert  de 
Téquation  entre  les  coordonnées  x,  j",  z,  que  nous  sup- 
poserons réduite  à  la  forme  AV  =  o  ,  où  W  sera  fonclioii 
des  indéterminées  x,  j',  z.  Soit  la  différentielle  complète 
de  la  fonction  W, 

r/ W  =  P  (Ix  -h  Q  dy  +  Rdz  ; 
on  aura ,  pour  la  surface  courbe , 

Pdx-hQ  dy  -hRdz  =  o, 
et,  par  suite, 

P.cos(j)). -r  Q.fos(2)  1  +  R.cos  (3)).  =  o. 
Coinme  cette  équation  ,  de  même  que  celle  que  nous  avon^ 
établie  plus  haut ,  doit  avoir  lieu  pour  les  directions  de  tous 
les  éléments  cis  sur  la  surface  courbe,  on  verra  facilement 
que  X,  Y,  Z  doivent  être  proportionnels  à  P,  Q,  R  ,  et, 
par  suite,  comme  X^ -h Y^ -|- Z'- =  i,  on  aura,  ou 


X=-  ,    Y=    ,        ^  =-.,    Z  = 


V/P=-+-Q-+R'  /P'H-Q-+R-  v^P=-l-Q'+R^ 

ou 


v/P'+  Q'+  R-  V  P'+  Q  +  ^  V^PM-  Q-+  R' 

La  seconde  méthode  exprime  les  coordonnées  sous 
forme  de  fonctions  de  deux  variables  p  et  q.  Siq^posons 
que,  par  la  dilTérenliation  de  ces  fonctions,  il  vienne 

dx  =  a  dp  -\-  n'  d(j  , 
dy  =  b  dp  4-  b'  dq  , 
dz  ■=.  c  dp  +  c'  dq, 

Par  la  substiiuiion  de  ces  valeurs  dans  la  formide  donnée 
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plus  haut ,  oii  (iJ)ti(;nl 

(rtX  -i-  hY  -\-cZ)fijj  ^-  (<i'X  -i-  //  ï    ,    c'Zj././  =  o. 

Comme  celle  équaiion  tloil  avoii'  lieu  ludépenclammeiu 
lies  valeurs  des  tlilleieuliclles  ^//;,  ^/</,  ou  devra  avoir,  évi- 
deiuiuejil, 

«X4-^Y-+-.Z  =  o,      u'X-h  O'Y  -i-  c'Z  —  o; 

d'où  nous  voyons  (juc  X ,  Y,  Z  doivent  être  proportionnels 
aux  quantités 

bc' — cl/.      Cil' —  ac',      au' —  ba'. 

Ainsi,  en  posant,  pour  abréger, 


y  (  br'—  ch'y  +  (ca'—  ac'y  -+-  [ab' —  ba'  )'  .--  ^  , 
on  aura ,  ou 

bc  —  cb'  ,,        en' —  (te  ,_        ab' —  /'./' 

X  =   ; ,  Y  = ,  Z^ 

A                                   A  A 
ou 

"/;' —  bc'                  ac' — c<i'  _        ba' — ab' 


X  =  ,         Y   :=:. 


A  ces  deux  niéiliodes  générales,  vient  s  ajouter  une 
iroisicnic ,  dans  laquelle  mie  des  eoordonné«*s,  z  pai 
exemple,  se  présente  sous  foime  de  fonction  des  deux 
lulres  .r,  y-  Cette  niélliode  n'est  évidt;mnii"nt  autre  chose 
([u'im  cas  particulier  de  la  première  méthode  ou  de  la 
seconde.  Si  l'on  pose 

<lz  =  ((Lv    ^-  //  d)  , 

on  aura  ,  ou 

—  t  —  «  I 

X=r  ,      Y==:     ,  Z=  =. 

V  I  -V  t ''  +  ir  \l  \  -\-  t' -\-  II'  \1\  +  t'  -^  a 

ou 

A    —        ,  -  1  ï     —       y  =  '        f'    —   -7==    ■ 
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V. 

Les  deux  solutions  trouvées  dans  l'arliolc  précédent  se 
rapportent,  évidemment,  à  des  points  opposés  delà  sur- 
face sphérique,  ou  à  des  directions  opposées;  ce  qui  est 
dans  la  nature  même  des  choses ,  puisque  l'on  peut  mener 
une  normale  aux  deux  faces  [plagœ]  d'une  surface  courbe. 
Si  l'on  veut  distinguer  entre  elles  ces  deux  régions,  con- 
tiguës  à  sa  surface,  et  appeler  l'une  extérieure  et  l'autre 
intérieure ,  nous  pourrons  attribuer  à  l'une  et  à  l'autre 
normale  sa  solution  convenable,  au  mdyen  du  théorème 
développé  dans  le  n^  7  du  §  II ,  et  en  même  temps  nous 
aurons  un  critérium  pour  distinguer  une  région  de  l'autre. 

Dans  la  première  méthode,  ce  critérium  sera  donné 
par  le  signe  de  la  valeur  de  la  quantité  W.  Généralement 
parlant,  la  surface  courbe  sépare  les  parties  de  l'espace 
pour  lesquelles  AV  a  une  valeur  positive,  des  parties 
pour  lesquelles  la  valeur  de  W  devient  négative.  Mais  ce 
théorème  fait  voir  facilement  que  si  W  acquiert  une 
valeur  positive  vers  la  face  extérieure,  et  que  l'on  con- 
çoive une  normale  menée  en  dehors ,  on  devra  adopter  la 
première  solution.  Du  reste,  dans  chaque  cas,  on  jugera 
facilement  si  la  même  règle  pour  le  signe  de  W  a  lieu 
pour  la  surface  entière,  ou  si  elle  varie  avec  les  différentes 
parties.  Tant  que  les  coefficients  P,  Q,  R  ont  des  valeurs 
finies ,  et  ne  deviennent  pas  nuls  tous  les  trois  à  la  fois, 
la  loi  de  la  continuité  empêchera  toute  incertitude. 

Si  nous  suivons  la  deuxième  méthode,  nous  pouvons 
concevoir  sur  la  surface  courbe  deux  systèmes  de  lignes 
couibes  :  l'un,  pour  lequel  p  est  variable  et  q  constant: 
l'autre,  pour  lequel  q  est  variable,  p  constant-,  la  posi- 
tion mutuelle  de  ces  lignes  par  rapport  à  la  région  exté- 
rieure ,  doit  décider  laquelle  des  solutions  il  faut  adopter. 
Toutes  les  f(iis  fjuc  les   liois  li."n('s   sui\'inlrs.  «savoir,  la 
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brauclic  de  la  lij^iic  Jii  picjiiior  svsU'iiie  (|iii  jiaitaiil  dv  A 
croit  avec/»,  la  !)raiiclio  du  second  bvslcnic  [>ai'l:iiii  de  A 
cl  croissant  avec  </ ,  el  la  nonnale  menée  vers  le  côte 
extérieur,  sont  placées  d  une  inanicrc  semblable  à  celle 
des  axes  des  x,  r,  -  à  partir  de  l'origine  des  abscisse.^ 
(par  exemple,  si,  tant  pour  ces  trois  lignes  que  pour  les 
trois  autres,  on  peut  concevoir  la  première  dirigée  vers 
la  gauche,  la  deuxième  vers  la  droite,  et  la  troisième  de 
bas  en  haut) ,  la  première  solution  doit  être  adoptée  i  mais 
chaque  lois  que  la  position  mutuelle  des  trois  premières 
lignes  sera  opposée  à  la  position  mutuelle  des  trois  axes 
des  X,  Yi  z ,  la  seconde  solution  aura  lieu. 

Dans  la  troisième  méthode  il  faut  voir  si ,  quand  r 
prend  un  accroissement  positif,  x  et  y  ne  changeant 
point,  le  passage  se  fait  vers  la  région  extérieure  ou  inté- 
rieure. Dans  le  premier  cas  ,  pour  la  normale  dirig(;e  vers 
rextérieur,  la  première  solution  aura  lieu  ;  dans  le  second 
cas,  la  seconde. 

M 

De  mémo  qu  en  transportant  à  la  surface  de  la  sphère 
la  direction  de  la  normale  à  la  surface  courbe,  à  chaque 
point  déterminé  de  cette  surface  répond  un  point  déter- 
miné de  la  sphère  i  de  même  aussi  une  ligne  quelconcpie  , 
ou  une  figure  quelconque  sur  la  première  surface ,  sera 
représentée  par  une  ligne  ou  une  figure  correspondante 
sur  la  seconde.  Dans  la  comparaison  de  deux  figures  5< 
correspondant  de  cette  manière  mutuellement,  dont  l'un» 
sera  comme  l'image  de  raiitre.  deux  points  essentiels  soni 
surtout  à  considérer  ;  l'un  ,  quand  on  n'a  égard  qu'à  In 
quantité  seulement^  1  autre,  quand,  en  faisant  abslraclion 
des  relations  quanlitalives ,  on  ne  s  atlachr  (ju'à  la  seule 
position. 

I.e  premi(>r  de  ce^  points  sera  la  base  de  (piclques  no- 
liona.  qu  il  paraît  \uile  dadinelUc  (h\\>  la  floclrinc  des 
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suifaces  courbes.  Savoii,  à  chaque  pailic  de  la  suiface 
courbe  enfermée  dans  des  limites  déterminées ,  nous  as- 
signons une  courbure  lotnic  ou  entière,  qui  est  expiiniéc 
par  Faire  de  la  ligure  qui  lui  correspond  sur  la  surface 
sphérique.  Il  faut  distinguer  avec  soin  de  cette  courbure 
totale,  la  courbure  en  quelque  sorte  spécifique,  que  nous 
appellerons  mesure  de  la  courbure  :  cette  dernière  est 
rapportée  à  un  point  de  la  surface,  et  désignera  le  quo- 
tient qu'on  obtient  quand  on  divise  la  courbure  totale  de 
l'élément  superficiel  adjacent  au  point  par  Faire  de  cet 
élément,  et ,  par  conséquent,  indique  le  rapport  des  aires 
infiniment  petites  qui  se  correspondent  mutuellement  sur 
la  surface  courbe  et  sur  la  surface  spliéric[ue.  L'utilité  de 
CCS  innovations  sera  abondamment  justifiée  ,  comme  nous 
l'espérons,  par  ce  que  nous  expliquerons  par  la  suite. 
Quant  à  ce  qui  regarde  la  terminologie  ,  nous  nous  sommes 
.surtout  attaché  à  écarter  toute  ambiguïté;  c'est  pourquoi 
nous  n'avons  pas  jugé  convenable  de  suivre  strictement 
l'analogie  de  la  terminologie  ordinairement  adoptée  dans 
la  doctrine  des  lignes  courbes  planes  (quoique  non  ap- 
prouvée de  tous) ,  suivant  laquelle  par  la  mesure  do  la 
courbure  on  eût  dû  entendre  simplement  la  courbure,  et 
par  courbure  entière,  V amplitude.  Mais  pourquoi  se 
montrer  difficile  sur  les  mots,  pourvu  qu'il  n'y  ait  pas  vide 
d'idées,  et  que  la  diction  ne  donne  pas  lieu  à  ime  inter- 
prétation erronée  ? 

La  position  de  la  figure  sur  la  surface  sphérique  peut 
être  semblable  ou  opposée  (inverse)  à  la  position  de  la 
ligure  correspondante  sur  la  surface  courbe  :  le  premici 
cas  a  lieu,  quand  deux  lignes  sur  la  surface  courbe,  par- 
lant du  même  point  dans  des  directions  difteientes  ,  mais 
non  opposées ,  sont  représentées  sur  la  surface  de  la  sphère 
par  des  lignes  .'^emblablement  placées,  savoir,  quand  l'i- 
mage de  la  ligne  placée  à  droite  est  elle-même  à  dioitc; 
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ilaiis  lo  second  ras,  le  eoiiiraire  a  lieu.  >oiis  tlislinguorous 
CCS  deux  cas  par  le  sigtic  positif  ou  négalif  de  la  mesure 
de  la  courbure  ;  mais  évidenimeiU  cette  distinction  ne 
peut  avoir  lieu  qu  autant  que  sur  clia([iie  surface  nous 
prenons  une  région  déterminée,  dans  laquelle  on  doit 
concevoir  la  figure.  Dans  la  splièrc  auxiliaire,  nous  em- 
ploierons toujours  la  face  extérieure,  opposée  au  centre; 
dans  la  surface  courbe,  on  peut  aussi  adopter  la  face 
extérieure,  ou  celle  qui  est  considérée  comme  extérieure, 
ou  plutôt  la  région  à  laquelle  on  conçoit  élevée  une  nor- 
male :  car  évidemment,  par  rapport  h  la  similitude  des 
ligures,  rien  n'est  changé,  si  sur  la  surface  courbe  on 
transporte  à  la  région  opposée  tant  la  figure  que  sa  nor- 
male, pourvu  que  son  image  soit  toujours  peinte  dans  la 
même  région  de  la  surface  spliérique. 

l.e  signe  positif  ou  négatif,  que  nous  avons  assigné  à  la 
mesure  de  la  courbure  pour  la  position  dune  Cgiue  infi- 
niment petite,  nous  Tétendous  aussi  à  la  courbure  totale 
d'une  figure  finie  sur  la  surface  courbe.  Si  cependant  nous 
voulons  embrasser  celte  matière  dans  toute  sa  généralité, 
il  est  besoin  de  quelques  éclairci.ssements,  que  nous  ne 
ferons  que  toucher  ici  en  passant.  Quand  la  figure  sur 
la  surface  courbe  est  de  telle  nature  qu'à  chacun  des  points 
dans  son  intérieur  répond  sur  la  surface  tle  la  sphère  un 
point  (liflérent,  la  définition  3i'a  pas  besoin  d'explication 
ultérieure.  Mais  chaque  fois  c|ue  cette  condition  n'a  pas 
lieti ,  il  sera  nécessaire  de  faire  entrer  en  compte  deux  ou 
plusieurs  fois  certaines  parties  de  la  figure  sur  la  surface 
sphériquc,  d'où,  pour  une  position  semblable  ou  op- 
posée, pourra  iiaitrc  une  accumulation  ou  une  destruc- 
tion. Le  plus  simple,  eu  pareil  cas,  est  de  concevoir  la 
figure  sur  la  surface  courbe  di\isée  en  parties  telles ,  cpie 
«  hacune ,  considérée  isolément,  satisfasse  à  la  condition 
précédeiit<; ,   d'attribuer   à   chacune    d'elles    sa   courbure 
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totale,  en  eu  Jëlorniiiiant  la  quantité  par  1  aiie  de  la 
figure  correspondante  sur  sa  surface  spliérique,  et  le  signe 
par  la  position,  et  enfin  d'assigner  à  la  figure  entière  la 
eourlmre  totale  provenant  de  l'addition  des  courbures 
totales  qui  répondent  aux  diUc-rentes  parties.  Ainsi  géné- 
ralement la  courbure  totale  d'une  figure  est  égale  h  fkda, 
eii  dénotant  par  rla  l'élémcnl  de  l'aire  de  la  figure,  et 
par  A  la  mesure  de  la  courbure  en  un  point  quelconque. 
Quant  à  ce  qui  appartient  à  la  représentation  géomé- 
lri(jue  de  cette  intégrale,  ce  qu'il  y  a  de  principal  sur  ce 
sujet  revient  à  ce  qui  suit.  Au  contour  de  la  figure  sur  la 
surface  courbe  (sous  la  restriction  du  §  III)  correspondra 
toujours  sur  la  surface  sphérique  une  ligne  revenant  sur 
elle-même.  Si  elle  ne  se  coupe  point  elle-même  en  aucun 
endroit,  elle  partagera  toute  la  surface  sphérique  en  deux 
parties,  dont  lune  répondra  à  la  figure  sur  la  surface 
courbe,  et  dont  Taire  (prise  positivement  ou  négative- 
ment suivant  que  par  rapport  à  son  contour  elle  est 
placée  d'une  manière  semblable  à  celle  de  la  figure  sur  la 
surface  courbe  par  rapport  au  sien ,  ou  d'une  manière 
inverse),  donnera  la  courbure  totale  de  cette  dernière. 
Mais  chaque  fois  que  cette  ligne  se  coupe  elle-même  une 
ou  plusieurs  fois,  elle  présentera  une  figure  compliquée  , 
à  laquelle  cependant  on  peut  attribuer  une  aire  détermi- 
née avec  autant  de  raison  qu'aux  figures  sans  nœuds;  et 
cette  aire,  comprise  comme  elle  doit  l'être,  donnera  tou- 
jours une  valeur  exacte  de  la  courbure  totale.  Nous  nous 
réservons  cependant  de  donner  à  une  autre  occasion  mie 
exposition  plus  étendue  sur  le  sujet  des  figures  conçues 
de  la  manière  la  plus  générale. 

VU. 

Cherchons  maintenant  une  fornude  pour  exprimer  la 
mesure  de  la  coiubure  pour  un  point  (pielconqne  de  la 
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surface  cuurbc  l'ji  iléatilaiil  par  il  a  l'aire  d'un  élénieiil  de 
celle  siiri'ace  ,  Z<^/c7  sera  l'aire  de  la  projecliou  de  ccl  élé- 
ment sur  le  plan  des  coordonnées  x,  y;  et,  par  suile  ,  si 
</2  est  Faire  de  l'élément  correspondant  sur  la  surface 
sphérique,  Zc/2  sera  1  aire  de  la  projection  sur  le  même 
plan  .  le  signe  positif  ou  négatif  do  Z  indiquera  que  la 
situation  de  la  projection  est  semblable  ou  opposée  à  la 
situation  de  l'élément  projeté,  (^es  projections  ont  donc 
évidemment  entre  elles  le  même  rapport  quant  à  la  quan- 
tité, et  aussi  le  même  rapport  quant  à  leur  situation,  que 
les  éléments  eux-mêmes.  Considéions  maintenant  un  élé- 
ment triangulaire  sur  la  surface  courbe ,  et  supposons  (jue 
les  coordonnées  des  irois  points,  qui  forment  sa  projection , 
sont 


y. 

dx. 

y  -^  <h-> 

ô.r, 

y  -t-^îr. 

Le  ilouble  de  Taire  de  ce  triangle  sera  exprimé  pai-  la 
formule 

tlx .  ^Y  —  dy  .S.r, 

et  sous  une  forme  positive  ou  négative,  suivant  que  l.i 
position  du  coté  cjui  joint  le  premier  point  au  tioisième 
par  rapport  au  côté  qui  joint  le  premier  point  au  second 
est  semblable,  ou  opposée  à  la  position  de  Taxe  des  coor- 
données /,  par  rapport  à  l'axe  des  coordonnées  .r. 

Par  conséquent,  si  les  coordonnées  de  trois  points,  qui 
forment  la  projection  de  l'élément  correspondant  sur  la 
surface  spliérique  ,  prises  à  partir  du  centre  de  la  sphère, 
sont 

X,  Y, 

X+r/X,        Y-^dY, 

X-t-  rîX,        Y  -i    ÔY, 
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le  double  de  l'aire  de  celte  projection  sera  exprimé  par 

dX.SY  —  dY.SX, 

et  le  signe  de  cette  expression  se  détermine  de  la  même 
manière  que  ci -dessus.  Donc  la  mesure  de  la  courbure 
en  ce  lieu  de  la  surface  sera 

dX.SY  —  dY.SX 


k  = 


dx  .Sy  —  dj-.Sx 


Si  nous  supposons  que  la  nature  de  la  surface  est 
donnée  suivant  le  troisième  mode  considéré  dans  l'ar- 
ticle IV,  on  aura  X  et  Y  sous  forme  de  fonctions  des 
quantités  x  et  y^  d'où 

dX\    ,      .     /d-%.\ 


Par  la  substitution  de  ces  valeurs,  l'expression  précé- 
dente se  change  en  celle-ci  : 


—  /^^ 
■~  \d^ 


)'\dy)         \dy)'\dx 


Posant,  comme  plus  haut 

î 

dz 

dz 

dx 

Ty=^^ 

et,  de  plus  , 

d'z                     d'z 
—  T 

-'      ^-, 

dx'         *  '        dx  dy 

ou 

dt  =  T  rfj7  +  U  dy, 

duz=\}dx  -^Ydy, 

Ann.  de  Malhémat,  W.  {5u'u\  iib'i.)  ^4 
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nous  aurons ,  d'après  des  formules  données  plus  haut , 
X  =  — rZ,      Y  —  —  uZ,      {i  + r- -h  n')Z'=i, 

et ,  de  là  , 

dY  —  —  Zdii  —  udZ, 

(  I  -\-  t-  -h  u')  dZ  +  Z{td(  -\-  Il  du  )  =  o  , 


ou 


r/Z  =  —  Z^tdt-h  II  du), 

dX=  —7J{\-h  u')dt-^Z'  tu  du  , 

dY  =  -f-  Z'tudt  —  Z'(i  -h  t')  du  , 


et  aussi 


~=Z^[-{i  +  fr)T  +  tuV], 
^=Z-^[^(i  +  «')U4-?«V], 

'^  =  Z'[tuT—{i  4-  ^' lU], 

dx 

'!l  =  V[tul]-{i  +  t^)Y]. 
dy 

En  substituant  ces  valeu-rs  dans  l'expression  précédente  , 
il  vient 

^=Z"(TV— U^)(i4-f'-t-«')  =  Z'(TV-U')=:— ^^^^=-^. 

Mil. 

Par  un  choix  convenable  de  l'origine  et  des  axes  des 
coordonnées ,  on  peut  faire  facilement  que ,  pour  un  point 
déterminé  A,  les  valeurs  des  quantités  f,  a,  U  s'éva- 
nouissent. D'abord  les  deux  premières  conditions  sont 
remplies,  si  l'on  prend  le  plan  tangent  en  ce  point  pour 
plan  des  coordonnées  .r,  ).  Si ,  de  plus,  on  place  l'ori- 
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giiie  en  vv  ])oint ,  l'exprossion  dos  cooiJonnées  z  acquiert 
évidemment  cette  forme, 

z  =  -  T"  .r-  +  U"  xr  +  -  VS-'  +  U , 

2  -^  2  ■ 

OÙ  il  sera  d'un  ordre  plus  élevé  que  le  second.  Faisant 
ensuite  tourner  dans  l<3ur  plan  les  axes  des  x,  j  d'un 
angle  M,  tel  qu'on  ait 

2  U" 

tang2Mr=  ^,_^^, 
on  voit  facilement  que  l'équation  prendra  cette  forme, 

2  2        -^ 

et  l'on  satisfait  ainsi  à  la  troisième  condition.  Cela  fait, 
on  voit  que  : 

1 .  Si  la  surface  courbe  est  coupée  par  un  plan  nor- 
mal ,  et  passant  par  l'axe  des  coordonnées  JC,  le  i^ayon  de 

courbure  de  la  section  au  point  A  sera  égal  à  ,-  »  le  signe 

positif  ou  négatif  indiquant  que  la  courbe  tourne  sa  con- 
cavité ou  sa  convexité  vers  la  région  où  les  coordonnées 
z  sont  positives. 

2.  De  la  même  manière,  —  sera  au  point  A  le  rayon  de 

courbure  d'une  courbe  plane,  section  de  la  surface 
courbe  par  le  plan  passant  par  le  plan  des  j-,  z. 

3 .  En  posant  x  =  /•  cos  o ,  y  =  v  sin  !p  ,  on  a 

c  =  -  (  T  ces'  (p  +  V  sin-  ç  )  /•  -  -f-  fi  ; 

d'où  Ton  conclut  que,  si  la  section  est  faite  par  un  plan 
normal  en  A  à  la   surface,  et  faisant  avec  l'axe  des  x 


1  angle  (^,  It'  ravoii  ilc  »uviibiirc  au  j»oiiil  A  sera  égal  .1 


T  cos^(p  -f-  V  sin'<p 


i.  C'haqut'  fois  Jonc  (ju  on  aiiia  T  =  V ,  les  rayons  de 
courbure  seront  égaux  dans  tous  les  plans  normaux.  INIais, 
si  T  et  V  sont  Inégaux,  il  est  évident,  puisque,  pour  une 
valeur  quelconque  de  l'angle  !p ,  Tcos"  «p  -|-  V  siu*  (p  tombe 
entre  T  et  A  ,  que  les  rayons  de  courbure  dans  les  sections 
principales,  considérées  dans  les  n"'  1  et  2,  se  rapportent 
aux  courbures  extrêmes ,  savoii'  ;  l'un  à  la  courbure  maxi- 
Tnum,  l'autre  à  la  courbure  minimum,  si  T  et  Y  sont 
adectés  du  même  signe;  et,  au  contraire,  l'un  à  la  plus 
grande  convexité,  l'autre  à  la  plus  grande  concavité,  si  ï 
et  V  ont  des  signes  contraiies.  Ces  conclusions  con- 
tiennent presque  tout  i:c  ([ue  l'illustre  Eulei'  nous  a  en- 
seigné le  premier  sur  la  courbure  des  surfaces. 

5.  La  mesure  de  la  courbure  de  la  surface  en  uji 
point  A  prend  l'expression  très-simple  A=lTV,  d'où 
nous  avons  : 

ThéorIlMe.  La  mesure  de  la  courbure  en  un  point 
quelconque  d'une  surface  est  égale  à  une  fraction,  dont 
le  numérateur  est  V unité,  et  dont  le  dénominateur  est  le 
produit  des  deux  rajons  de  courbures  extrêmes  dans  les 
sections  faites  par  les  plans  normaux. 

On  voit  en  même  temps  que  la  mesure  de  la  courbure 
est  positive  pour  les  surfaces  concavo-concaves  ou  eon- 
vexo-convexes  (ce  qui  ne  fait  pas  une  diflcrence  essen- 
tielle),  et  négative  pour  les  concavo-convexes.  Si  la  sur- 
face est  composée  de  parties  de  chaque  espèce,  sur  leurs 
confins  la  mesure  de  la  courbure  devra  s'annuler.  On  s'é- 
tendra plus  longuement  dans  la  suite  sur  la  nature  des 
.surfaces  courbes  pour  lesquelles  la  mesure  de  la  courbure 
osl  partout  nulle. 
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IX. 


La  loi  mule  j^cnu-ralc  pour  la  mesure  de  la  eourburc  don- 
née à  la  ihi  de  1  ait.  \  11  est  de  toutes  la  plus  simple,  puis- 
qu'elle implique  seulement  einq  éléments;  nous  serons 
eonduits  à  une  formule  plus  compliquée,  renfermaut  neuf 
éléments,  si  nous  voulons  employer  la  preuiière  manière 
d'exprimer  la  nature  dune  surface  (*).  En  conservant  les 
notations  de  lart.  l\  .  nous  poserons,  de  plus. 


d^W      p, 

dx' 

d'  AV 

=  Q', 

d^v,  _ 

dy' 

dz-     -^^' 

^'^W_^,„ 

d'^Y 

=  Q", 

d' W 

—  R 

dy  dz 

d.r  dz 

dx  dy 

rie 

r^orlc  qu  on  ait 

dV  —  V  dx  4-  R  V/v  -h  Q"r/z, 
dO  =  R"  dx  -+-  Q'  dy  +  P"  dz , 
./  R  =:  Q"  dx  +  P"  dy  4-  R'  dz . 

P 
Comme  on  a  déjà  f  =  —  -•,  nous  trouvons  ,  par  la  dillé- 

rentiation  , 

R-  r//  =  —  Rr/P  H-  Pr/R  =  i  PQ'  —  RP')  r/.f  +  (PP  '  —  RPv")  r(> 

-i-(PR'  —  RQ")</2, 

ou,  en  éliminant  dz  à  laide  de  Téquaiion 

P  dx  -r  Q  dy  -h  R  r/;  =  o, 

R^  r/^  =:  (  —  R'  P'  -h  2  PRQ"  —  P'  K')dx 

-^  (PRP   +  QRQ'  —  PQR'  —  R'R")  dy. 

On  obtient .  en  outre,  de  la  même  manière. 

R  du  =  (  PRP  "  +  QRQ   —  PQR'  —  R^  R  '  '  dx 
-f-  (— R-Q'-T-  ?.QRP   —  Q*R')rt[). 

(*)  Voir  page  ?.o\ . 
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iVons  lirons  de  là  , 

R3T  =  —  R'P'  +  2PRQ'  —  P  R', 
R^U  =  PRP"  -h  QRQ  '  -f-  PQR'  —  R'  R% 
R3V  =  — R'Q'H-  2QRP"  — Q=R'. 
En  substituant  ces  valeurs  clans  la  formule  de  Tari.  \  If , 

nous  obtenons ,  pour  la  mesure  de  la  courbure  />.  lexpres- 

sion  symétrique  suivante, 

(p.  +  Q^  -4-  R-^)-^  k  =  P=(Q'R'  -  P"^)  -f-  QMP'  R'  —  Q"  ■) 
-hRMP'Q'-R"')  +  2QR(Q"R"-P'P") 
-t-  2  PR  (P  "  R    -  Q'Q")  +  2  PQ  (P"  Q  "  —  R'R"). 

X. 

On  obtiendra  une  formule  encore  plus  compliquée, 
composée  de  quinze  éléments  ,  en  suivant  la  seconde  mé- 
thode générale  (*)  pour  exprimer  la  nature  des  surfaces 
courbes.  Il  est  cependant  très-important  de  l'élaborer 
aussi.  En  conservant  les  signes  de  l'art.  IV,  posons,  en 
outre , 


d'x                         d'x 
dp'                         dp  d(/ 

dq-- 

dp'~^'             dpdq~^' 

dq- 

d'z                         d^z 

d'z 

dp'"^'             dpdq~  '  ' 

dq      -     '    ■ 

taisons  encore,  pour  abréger, 

hc  —  cb'  =  A , 

ca'  —  rtr'  =:  B , 

ah'  —  ba'  =  Ç.. 

On  a  d'abord 

kdx  +  Br/r  +  Cf/z 

—  n, 

ou 

d.^--dx-^ 

dy; 

(•j   Colle  seconde  ini'lhoilr  rsl    un  --vslcnir  do  ((iiiidctnm'cs  ,    liiii;;iliiilo< 
«•I  latitudes,  (çcncralisé.  'm 
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mais  aussi,  quand  z  est  considérée  comme  fonction  de  x^y. 


on  a 


rfz  _     _        A 
7b:~  ^  ~~  ~C' 
r/z  _      _        B 

^  ~  "  ~  ~  c' 

rSous  tirons  de  dx  =  adp  +  a' dq.   dy  =  Z)r//;  -f-  h' dq^ 

C  t^//'  =  6'  dx  —  a'  cly, 
Cclq  =z  —  bdx  +  ndy. 

Les  différentielles  complètes  de  t  et  de  ii  sont  donc 

C.v/,^fA^~C^)  Uydx-a'dy)-i-(c'^-k'^\{bdx-ady), 
\      <fp  dp  j   ^  '         \      dq  dq  j 

adu=(B^'~c'^\(b'dx-a'dy)-i-(c'^-B'^](bdx-adr). 
\      djj  "P  /  \       dq  dq  j 

Si  maintenant,  dans  ces  formules,  nous  substituons 

d  X 
dp 

dk 

—  =  c'P'  +  bf-cf-b'i, 

dB  ,  ,  ,  , 

- —  :=.  a  'i  -\-  cv.   —  07    —  c  a., 
dp 

d^  ,  ,  .,  .         ,  , 

—— T=i  a' "^  -\- c  y.    — «7    — c'a, 
dq 

'ISL—  b'y.-i-aB'  —  bTi'  —  n'p, 
dp 

—  z=  b'c/.'  +  a  6"  —  bx"  —  a' H', 
dq 

et  si  nous  considérons  que  les  valeurs  des  différentielles 
dt,  du,  ainsi  obtenues,  doivent  être  respectivement 
cgalcs,  indépendamment  des  différentielles  dx  ^  dy,  aux 
quantités  'Vdx  -\-{]d)  ,  V dx+\ dj,  nous  trouverons, 
après  quelques  transformations  qui  se  présentent  assez 
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ualuieilemt.iil . 

—  na'Abb'  —  2^'Bbb'—  i-f'Cbb' 
-h  a" A  b^  H-  S"  B  é^  +  v"  C  6% 

C^U  z=  —  cjLka'b'  —  pEa'b—yCa'b' 

-^a'A{ab'-hba']-^  P'B  {ab'  -h  bn') -h '/' C{ab'  H-  ba' ) 

—  a"A«i  —  p"Bai  —  y"Cab  , 
C  V  =  a  Art"  4-  p  B  n'^  +  y  C«'-' 

—  lakaa'  —  a^'B^rt'—  2  7'C<7«' 
+  a"Art'-t-  p"B«'  +  7"Ca'. 

Si  donc ,  pour  abréger,  nous  posons 

(0  Aa  -HBp   4-C7  =D, 

(2)  Aa'  +  BP'H-C7'=D', 

(3)  Aa"-4-B3"-f-C7"  =  D'', 

on  a 

OT  =  T)b"—  2T>'bb'  -h  D"b\ 

OV  =  —  'Da'b'-\-ï)'{ab'-+-  ba' )  —  D"ab, 

OY  =  ï)a''  —  2  DW  +  D"«^ 

De  là,  en  faisant  le  développement, 

C«(TV  —  U=)  =  (DD"  —  D'^)  {ab'  —  ba')'  =  (DD"  —  D"0  C% 

et,  par  conséquent,  la  formule,  pour  la  mesure  de  la 

courbure . 

DP'— D" 

~  (A'+B^-hC^)^" 

XI. 

A  l'aide  de  la  formule  que  nous  venons  de  trouver,  nous 
en  établirons  une  autre,  qui  doit  être  rangée  parmi  les 
théorèmes  les  plus  féconds  dans  la  doctrine  des  surfaces 
courbes.  Intioduisons  les  notations  suivantes  : 

a'   -h  b'    -h  C    =  E, 

na'  -^-  bb'  -\-cc'  =  F, 

«"  -}-  //'  H-  c"  =  G, 


(  ^'7  ) 

(4)  rtra     -}-  ^B     H-  C7   =  '"y 

(5)  ne/.'   -\-  b^'  4- cy'  =  m' , 

(6)  aa!'  ~\-  b  p"  -i-  C'f  z=i  m" , 

(7)  n'a.   -\-  b'^    -f-  c'7   =  n, 

(8)  rtV  H- ^'p' +  c'v' =  «', 

(9)  a'a"^b'^"-f-c''/'=n", 

A-  +  B=  +  C=  =  EG  —  F^  =  A. 

Eliraiuons  des  équations  (i)  ,  (4),  (7)  les  quaiitilcs 
,6,  y,  ce  que  nous  ferons  en  les  multipliant  par  bc  —  cb' ^ 
b'C  —  c'6,  cB' —  Z»C;  et  les  ajoutant,  il  viendra 

[A{bc'  —  cb')-hnib'C  —  c' B) -^  n' [cB  —  bC)]'x 
=  D(bc'—cb'}  -+-  7rt(ô'C  — c'B)+  n{cB  —  bC), 

équation  que  nous  transformons  facilement  eu  celle-ci , 

AD  =z  a  A  -f-  n  (  «  F  —  m  G)  -h  a'  {m  F  —  /?  E  ). 

De  la  même  manière,  l'élimination  des  quantités  a,  y  ou 
a,  (5  des  mêmes  équations  ,  donne 

BD=  ^à-h  b{n¥  —  mG)-}-b'{mF  —  nE), 
CD  =  7A+  c{n¥  —  wG)  H-  c'  {m¥  —  «E). 

En  multipliant  ces  trois  équations  par  a",  (i",  y",  et  les 
ajoutant,  on  obtient 

+  m"  (  «  F  —  w  G)  H-  «"  (  '"  F  —  «  E  ) . 

Si  nous  traitons  de  la  même  manière  les  équations  (2), 

(5),  (8),  il  vient 

AD'  =  a'A  -+-a{ri'F  —  ni'G) -h  n'  {m' F  —  n' E) , 
BD'  z=p'A-+-b{n'F  —  r?,'Q)  -+-  b'  (  ///  F  —  n'  E) , 
CD'  =  v'A  -f-  r  ( rt'  F  —  ni'Q)  +  c' {m' F  —  n'E); 

ces  équations  étant  multipliées  par  u',  |S',  y  ,  leur  addition 
donne 

D"  =  (a'=  -f-  S''  -F  7")  A  H-  m'  («'  F  —  w'G)  4-  7/  (w'F  —  /?'  F}. 


La  conibinaisoii  de  relie   éijualioii   avec   I  ('•qiialioji   (lo) 
donne 

DD"  —  D'-'  =  (aa"  -h  fifi"  H-  7V"  —  '■^■"  —  P"'  —  v''')  ^ 


+  E  («'-■  —  «//'  ^  -f  F  [nm' 

'  —  2  /;///  -f-  mn")  -+-  G  [rti'^  —  mm"). 

11  est  évident  qii  on 

a 

r/E                           r/E 

-—  =  2  W  ,         -—  =  2  7« 

(•7^                           a  (y 

-—  =:  m    -\-  Il  ,        -—  :=  m     +  /J  , 
d/j                               dq 

—-  =  2« 

,      -—  =  2  «  , 
^7 

on 

1  r/E 

///  = —  ,      ///  - 

2  dp 

1  r/E            „        d¥        1   r/G 

2  dq                        dq          2    r/y>» 

d¥        1  r/R 
r//j         2  r/y 

1  dG           „          1  (/G 
//'  = — ,      «     = —  • 

2  r//^                          2    dq 

D'ailleurs  on  peut  facilement  s'assurer  qu  on  a 

y.'/'-{-  rifi"H-77"— a'=  — 

^^         ,         c/rt        f/«'        d/n"         dm' 
dq        dp           dp            dq 

I 

d'E          d'F           I      ^^G 

2 

dq'          dp.dq         2       dp^ 

Si  nous  substituons  ces  diverses  expressions  dans  la 
formule  que  nous  avons  trouvée  à  la  fin  de  Tarticle  pré- 
cédent pour  la  mesure  de  la  courbure,  nous  parvenons  à 
la  formule  suivante,  qui  ne  contient  que  les  seules  quan- 
tités E,  F,  G,  et  leurs  quotients  diilérentiels  du  premier 
cl  du  second  ordre , 

^VdE  dG         dV   dG       /^/G\n 

fdE  dG      dE   dG  ^dE   dV       ^dV   dF      ^dF   dG 

\dj>  dq        dq      dp  dq     dq            dp     dif            dp     dp 

VdE  dG_^dE   dF  /^An 

\^dp  dj>            dp     dq  \  dq    '     J 

^  ,  /r/'E  d'F  d'G 

-  2    EG  -F')[-—~^ .-  H-  -— 

\  dq-  dp  .dq  dp' 


XII. 

Comme  on  a 

rlx'  -h  dy-  H-  (h'  =  E  dp'  +  iVdi>.  dq  +  G  f/ry- , 


on  voit  que  s/  E  d]r  -f-  -x  F  dp  .dq  -\-(j  dq^  est  l'expression 
générale  de  l'élément  linéaire  sur  une  surface  courbe.  L'a- 
nalyse développée  dans  l'article  précédent  nous  apprend 
ainsi  que,  pour  trouver  la  mesure  de  la  courbure,  on  n'a 
pas  besoin  des  formules  finies,  qui  donnent  les  coordon- 
nées or, y,  z  comme  des  fonctions  des  indéterminées  p,  q, 
mais  qu'il  suffit  de  l'expression  générale  de  la  grandeur 
d'un  élément  linéaire  quelconque.  Procédons  à  quelques 
applications  de  cet  important  tliéorènae. 

Supposons  que  notre  surface  courbe  puisse  être  dévelop- 
pée sur  une  autre  surface ,  courbe  ou  plane,  de  façon  qu'à 
chaque  point  de  la  pi'emière  surface,  déterminé  par  les 
coordonnées  X ,  j,  z,  réponde  un  point  déterminé  de  la 
seconde  surface,  dont  les  coordonnées  soient  oc' ^j' ^  z' .  Evi- 
demment x' ^  y' ^  z'  pourront  aussi  être  considérées  comme 
des  fonctions  des  indéterminées  p,  «7,  d  où  viendra  ,  pour 
l'élément  s  dx''  -f-  dy'-  -h  dz'^^  l'expression 


sj  E'  dp^  -h  2  F'  dp  .dq-\-G'  dq'- , 

py,  F',  G'  désignant  aussi  des  fonctions  de  p^  q.  Mais  on 
voit,  par  la  notion  même  du  déi^eloppement  d'une  surface 
sur  une  surface  .  que  les  éléments  correspondants  sur  les 
deux  surfaces  sont  nécessairement  égaux,  et  qu'ainsi  on 
a  identiquement 

E  =  E',      F  =  F',     G  =  G'; 

donc  la  formule  de  l'article  piécédent  conduit  sponta- 
nément à  ce  beau  tliéorèmc  : 

"J'm^;np,iîMi:.    Si  une  snijacr  roiirhc  rsf  dcvclnppêe  sur 
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une  (uilre  surface  quvlcoïKjitc ,  la  mesura  de  la  conrhurr 
en  chaque  point  reste  invariable. 

Évidemment  aussi ,  une,  partie  quelconque  finie  d'une 
surface  courbe,  après  son  développement  sur  une  autre 
surface  courbe^  conservera  la  même  courbure  totale. 

Le  cas  spécial,  auquel  les  géomètres  ont  restreint  jus- 
((U  ici  leurs  recherches ,  consiste  dans  les  surfaces  dévelop- 
pables  sur  un  plan.  Notre  théorie  apprend  spontanément 
(jue  la  mesure  de  la  courbure  de  telles  surfaces  en  un  point 
quelconque  est  zéro;  par  conséquent,  si  leur  nature  est 
exprimée  suivant  la  troisième  méthode,  on  aura  partout 

d.v"      fly'         \rtx  djr 

Clc  critérium,  quoique  bien  connu,  n'est  pas  démontré  la 
plupart  du  temps,  à  notre  avis  du  moins,  avec  la  rigueur 
qn  on  pourrait  désirer. 

XIII. 

Ce  que  nous  avons  exposé  dans  1  article  piécédeni 
se  rattache  à  une  manière  particulière  de  considérer  les 
surfaces,  digne  au  plus  haut  point  d  être  cultivée  avec  soin 
par  les  géomètres.  Quand  l'on  considère  une  surface  non 
comme  la  limite  d'un  solide,  mais  comme  un  solide 
llexiblc  quoique  inextensible,  dont  une  des  dimensions  esl 
regardée  comme  évanouissante,  les  propriétés  de  la  surface 
dépendent,  en  partie  de  la  forme  à  laquelle  on  la  conçoit 
réduite,  eu  partie  sont  absolues,  et  restent  invariables, 
suivant  quelque  forin(>  qu  on  la  lléchisse.  C  est  à  ces  der- 
nières propriétés,  dont  la  recherche  ou\re;'i  la  géométrie 
un  champ  nouveau  cl  fertile, quedoivcntèlic  rapportées  la 
mesure  de  la  courbure  et  la  courbure  totale,  dans  le  sens 
que  nous  avons  donné  à  ces  expressions;  à  elles  aussi  ap- 
p.irtienn<'nt  la  r|o(  irine  des  lignes  les  plus  courtes,  cl  la 
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plus  grande  partit;  df   ce  ({ue    nous  nous    réservons   de 
irai  1er  plus  lard. 

Dans  ce  genre  de  considérations,  une  surface  plane  et 
une  surface  deN  cloppable  sur  un  plan ,  par  exemple  une 
surface  cylindrique  ,  conique  ,  etc.,  sont  regardées  comme 
essentiellement  identiques,  et  la  manière  naturelle  d'ex- 
primer généralement  le  caractère  de  la  surface  ainsi 
considérée  est  toujours  fondée  sur  la  formule 


V'  E  r//*-  -h  ?.  F  dp .  cUf  -j-  G  dq'. 


qui  lie  l'élément  linéaire  aux  deux  indéterminées  /7 ,  q. 
Mais,  avant  de  poursuivre  ultérieurement  ce  sujet,  il  faut 
s'occuper  d'abord  des  principes  de  la  théorie  des  lignes 
de  plus  courte  dislauce  sur  une  surface  courbe. 

XIV 

La  nature  d'une  ligne  courbe  dans  l'espace  est  donnée 
généralement  de  telle  sorte,  que  les  coordonnées  x,  j,  z 
répondant  à  ses  divers  points,  se  présentent  sous  la  forme 
de  fonctions  d'une  variable  que  nous  dénoterons  par  w. 
La  longueur  d'une  telle  ligne,  depuis  un  point  initial 
arbitraire  jusqu'au  point  dontles  coordonnées  sont  >^,  r,  z, 
est  exprimée  par  l'intégrale 


/""'Vi^') 'M,^- 


dz 
dw  )  \  d(v 


Si  l'on  suppose  que  la  position  de  la  ligne  courbe 
éprouve  une  variation  infiniment  petite,  de  façon  quelea 
coordonnées  des  divers  points  reçoivent  les  variations  Ox, 
oy^  âz ,  on  trouve  la  variation  de  toute  la  longueur 

f  dx  .doz-\-  dy .  do  y  -\-  dz .  do  z 
~  J  v'  dx-  +  dy'  -^  dz- 


(  -^-.ï  ) 

expression  Ljue  iidus  t:liangeons  en  celte  iornxe  , 
(l.r .<^ X  -\-  ily   'î  )  -I-  <lz .  'h- 


y'r/,r'+ryr-'  +  '/3'| 


Dans  le  cas  où  la  ligne  est  la  plus  couiie  emre  ses 
points  extrêmes,  on  sait  que  tout  ce  qui  se  trouve  sous  le 
signe  intégral  doit  s'évanouir.  Quand  la  ligne  doit  être 
sur  une  surface  donnée  par  l'équation 

P(U  -f-  Qr/)   +  Rrh  —  O, 

les  variations  d.i\  cJ)^,  dz  doivent  satisfaiie   aussi   à   1  é- 
quatiou 

d'où,  par  des  principes  connus,  on  voit  facilement  que  les 
di  lié  renii  elles 

dv  dj  dz 

il. —  1    (l. 


y  dz'-i- dy'^-\-  dz-  \Jdx--\- dy--+-  dz-  \ dx-~\-dy--\-  dz- 

doivent  être  respectivement  proportionnelles  aux  quan- 
tités P,  Q,R.  Soient  maintenant  dr  l'élément  d  une  ligne 
courbe,  X  un  point  sur  la  surface  de  la  sphère  représen- 
tant la  direction  de  cet  élément,  L  un  point  sur  la  stirface 
«le  la  sphère  représentant  la  direction  de  la  normale  à  la 
surface  courbe^  soient  enfin  ^,  /î,  ^  les  coordonnées  du 
point  À,  etX,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  L  par  r;ip- 
pori  au  centre  de  la  sphère.  On  aura  ainsi 

dx  =r  ;f//',       tly  =r  -r,  dr  ^       dz  =  îlr//-; 
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d'où  il  résulte  que  les  dilïéreutielles  ci -dessus  devien- 
nent Ê?|,  dn^  d(^.  Et  comme  les  quantités  P,  Q,  R  sont 
proportionnelles  à  X,,Y,  Z,  le  caractère  de  la  ligne  de  plus 
courte  distance  consiste  dans  les  équations 

r/ç  dr,  (IÇ 


Du  reste,  on  voit  facilement  que  \l d^^  ^  dyf -\~  d P 
est  égal ,  sur  la  surface  sphérique ,  au  petit  arc  qui  mesure 
l'angle  compris  entre  les  directions  des  tangentes ,  au  com- 
mencement et  à  la  fin  de  l'élément  r/r,  et  que,  par  suite, 

il  est  égal  à  —,  si  p  dénote  le  rayon  de  courbure  en  ce 

lieu  de  la  courbe  la  plus  courte.  On  aura  ainsi 

odi  —.  Xr/r,       odr.  =  Y dr ,      pr/^  =  7.dr. 

XV. 

Supposons  que  sur  la  surface  courbe ,  il  parte  d  uu  point 
donné  A  une  multitude  de  courbes  de  plus  courte  dis- 
tance ,  c[ue  nous  distinguerons  entre  elles  par  Fangle  que- 
forme  le  premier  élément  de  chacune  d'elles  avec  le  pre- 
mier élément  de  l'une  de  ces  lignes  prise  pour  la  pre- 
mière ;  soient  tjj  cet  angle,  ou  plus  généralement  une  fonc- 
tion de  cet  angle ,  et  r  la  loiigueur  de  la  ligne  la  plus  courte 
du  point  A  jusqu'au  point  dont  les  coordonnées  sont  x^y^  z . 
Comme,  à  des  valeurs  déterminées  des  variables  r,  cp, 
répondent  des  points  déterminés  de  la  surface,  les  coor- 
données X ,  j  ,  z  peuvent  être  considérées  comme  des  fonc- 
tions de  r,  o.  JNous  conserverons  d'ailleurs  la  même 
signification  que  dans  l'article  précédent  aux  notations 
/  ,  L,  ^,  V/,  ^,  X,  1 ,  Z,  de  façon  à  les  rapporter  générale- 
ment à  uu  point  quelconque  d'une  quelconque  des  lignes 
de  plus  courte  distance. 

Toutes  les  lignes  de  plus  (((nrie  distance ,  qui  sont  d  une 
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égale  longueur  r,  se  terniinerout  à  une  autre  ligue,  dont 
nous  désignerons  par  l' la  longueur  comptée  d'une  origine 
arbitraire.  On  pourra  ainsi  considérer  ^^  comme  une  fonc- 
tion des  indéterminées  r,  «p-,  et  si  nous  désignons  par  X'  un 
point  sur  la  surface  de  la  sphère  correspondant  à  la  direc- 
tion de  l'élément  r/p,  et  par  ^',  /:',  t,'  les  coordonnées  de 
ce  point  par  rapport  au  centre  de  la  sphère,  nous  aurons 


dx 
d  (f 

r 

di> 

do 

dv          dz 

dv 
do 

De  là  et  de 

dx 

d7  ~ 

l 

dr 
'      dr  ~ 

dz 
dr- 

il  suit 

dx    dx       dr   dr       dz   dz         _^,  ,      .,^,^^"  ,.,    '/" 

.-_4-_.-f  4--.—  =  Sr+nri'H-^i;'  —  =cosX//.  — . 
dr     d<f       dr    do       dr   do  do  a«p 

Désignons  le  premier  membre  de  cette  équation,  qui 
sera  aussi  fonction  de  /',  9,  par  S;  sa  ditférentiation  sui- 
vant /donne 


dS       d'x    dx       dy 

dr        d'z 

d- 

■^^                   ■                 -J<- 

.  -:L  -1 

■    

dr        dr""     do        dr'' 

</<p        dr^- 

d' 

Am-m-m] 


1 

do 

d^ 

dr  ' 

dx 

d(f 

4- 

dn 
dr 

do 

dK 
dr 

dz 

d(f 

-h 

2 

d(f 

-hK'] 

Mais  ^* -j- y?'' -h  ^°  =  I  ;  par  suite,  sa  ditïerenticlle  est 
égale  à  zéro,  et,  par  Tarlicle  précédent,  nous  avons, 
si  p  désigne  toujours  le  rayon  de  courbure  dans  la  ligne  r, 


dr  0  dr  0         dr 


{    2u:)   ) 
Nous  oblcnons  ainsi 

ar        p     "  d(f       [j  fj,^ 

puisque  /'  est  situé  sur  le  grand  cercle  dont  le  pôle 
est  L.  De  là  nous  concluons  que  S  est  indépendant 
de  /•,  et,  par  conséquent,  fonction  seulement  de  g)^  mais 
pour  r=:o,  il  est  évident  qu'on  a  v  =^  o  ^  par  consé- 
quent aussi  — -  =  o,  et  S  =  o  indépendamment  de  o. 
^  do  ' 

Ainsi,  nécessairement,  on  devra  avoir  généralement 
S  =  o,  et  aussi  cosXÀ'  =  o  ,  c'est-à-dire  ïl'  =z  po".  De  là 
nous  tirons  : 

Théorème.  —  Si  l'on  mène  sur  une  surface  courbe 
d'un  même  point  initial  une  multitude  de  lignes  de  plus 
courte  distance  de  même  longueur,  la  ligne  qui  joindra 
leurs  extrémités  sera  normale  à  chacune  d'elles. 

Nous  avons  tenu  à  déduire  ce  théorème  de  la  propriété 
fondamentale  des  lignes  de  plus  courte  distance.  Du  reste, 
on  peut  se  convaincre  de  sa  vérité,  sans  aucun  calcul ,  par 
le  raisonnement  suivant  :  Soient  AB,  AB'  deux  lignes  de 
plus  courte  distance  de  même  longueur,  comprenant  en  A 
un  angle  infiniment  petit;  et  supposons  que  l'un  des 
angles  de  l'élément  BB'  avec  les  lignes  BA ,  B A' diffère 
d'une  quantité  finie  de  l'angle  droit,  d'où,  par  la  loi  de 
la  continuité,  l'un  sera  plus  grand,  l'autre  moindre  que 
l'angle  droit.  Supposons  que  l'angle  en  B  =  90''  —  o) ,  et 
prenons  sur  la  ligne  AB  un  point  C,  tel  qu'on  ait 
BC=:BB'.  rosée  0). 

Comme  on  peut  considérer  le  triangle  infiniment  petit 
BB'C  comme  plan,  on  aura 

CB'  =  BC  .  cos  w , 
et,  par  suite, 

AC-hCB'=  ACh-BC.cosw  =  AB  — BC.(i  —  cosw) 
=  AB'  —  BC  .  (i  —cosw), 

Ann.  de  Mathcmat.,   l.  XI.  (Juin  i852.)  l5 


( ..()  ) 

c  csl-à-dii'C  le  passngi'  du  p^iut  A  ;"i  lî'  pai  le  poinl  C  plus 
rourt  que  la  ligue  de  plus  courte  distance;  ce  qui  est  ab- 
surde. 

XVI. 

Au  théorème  de  l'article  précédent,  nous  associons  un 
autre  lliéorènie,  que  nous  énonçons  ainsi:  Si,  sur  une 
surface  courbe,  on  conçoit  une  ligne  quelconque,  de  cha- 
cun des  points  de  laquelle  parlent,  sous  des  angles  droits 
et  vers  la  même  région,  une  quantité  innond)iahle  de 
lignes  de  plus  courte  distance  de  même  longueur,  la  courbe 
qui  joindra  leurs  autres  extrémités,  les  coupera  toutes 
sous  des  angles  droits.  Pour  le  démontrer,  on  n'a  rien  à 
changer  à  l'analyse  précédente,  si  ce  n'est  que  (p  doit  dé- 
signer la  longueur  delà  courbe  <i?ow/7ce  comptée  d'un  point 
arbitraire,  ou,  si  Ton  aime  mieux,  une  fonction  de  cette 
longueur.  Ainsi ,  tous  les  raisonnements  auront  égale- 
ment lieu,  avec  cette  modification,  que  la  vérité  de  l'é- 
quation S  ^=  o  pour  r  =  o  est  maintenant  comprise  dans 
rhypothcsc  même.  Du  reste,  cet  autre  ihéorènfe  est  plus 
général  que  le  précédent,  qu'il  peut  aussi  être  censé 
comprendre,  si  pour  ligne  donnée  nous  adoptons  ini 
cercle  infiniment  petit  décrit  autour  de  A  comme  centre. 
Enfin,  nous  avertissons  qu  ici  encore  des  considérations 
géométriques  peuvent  tenir  lieu  de  l'analyse.  Comme 
elles  se  présentent  assez  naturellement,  nous  ne  nous  y 
arrêterons  pas. 

XVII. 


Revenons  à  la  formule  sJMidp^  ■+-  2  V dp  .dq  -f-  ^id<j^^ 
({ui  exprime  généralement  la  grandeur  de  l'élément  li- 
néaire sur  une  surface  courbe,  et,  avant  tout,  examinons 
la  signification  géométrique;  des  coeflicients  E,  F, G.  Déjà, 
dans  l'art,  V,  nous  avons  averti  qu'on  peut  concevoir, 
sur   la  surface  courbe,  deux  systèmes  de  lignes  ;  l'un. 


(  '-^^-7  ) 
puiu  lc(|iul  i>  seul  esl  variable,  </  conslanl^  raudo,  dans 
lequel  q  seul  est  variable,  /;  constant.  Un  point  quelcon- 
que de  la  surface  peut  donc  être  considéré  comme  l'inter- 
section d'une  ligne  du  premier  système  avec  une  ligne  du 
second  5  et  alors  l'élément  de  la  première  ligne  adjacente  à 
ce  point ,  et  répondant  à  la  variation  dp^  sera  égal  à  \/E.rIp  ; 
et  l'élément  de  la  seconde  ligne  répondant  à  la  variation 
(Iq  sera  égal  à  s/G. dq-,  enfin,  en  désignant  par  w  l'an- 
gle compris  entre  ces  éléments,  on  voit  facilement  que 

cosoj  =  -—'  Et  Taire  de  1  élément  du  parallélogramme 

compris  sur  la  surface  courbe  entre  deux  lignes  du  pre- 
mier système ,  auxquelles  répondent  q,  q-^-.dq.,  et  deux 
lignes  du  second  système,  auxquelles  répondent  /?,  /;-+-  dp. 
sera  y/EG  —  F- .  dp .  dq. 

Une  ligne  quelconque  sur  la  surface  courbe,  n'ap- 
partenant à  aucun  de  ces  systèmes,  prend  naissance 
({uand  p  et  q  sont  regardés  comme  fonctions  d'une  va- 
riable nouvelle,  ou  l'une  comme  fonction  de  Fautre. 
Soit  s  la  longueur  d'une  telle  courbe  comptée  d'une  ori- 
gine arbitraire,  et  vers  une  direction  quelconque  regardée 
comme  positive.  Désignons  par  0  l'angle  fait  par  l'élément 
ds  =  \¥.dp'-}-i¥dp.dq-\-Gdq-  avec  une  ligne  du  pre- 
mier système  menée  par  l'origine  de  l'élément,  et,  pour 
ne  laisser  aucune  ambiguïté,  nous  supposerons  que  cet 
angle  part  toujours  de  cette  branche  de  la  ligne  pour  la- 
quelle les  valeurs  de  p  augmentent,  et  qu'on  le  prend  po- 
sitivementdu  coté  vers  lequel  les  valeurs  dejjraugmentenl. 
Cela  ainsi  compris,  on  voit  facilement  qu'on  a 

o     j             l'v      I      ,      l'r                     ,           Ei/p  -\-  F  d<i 
lOS  0  .  r/i  =  V  ï^  •  "/^  +   V  *-•  •  <-'OS  (.i  .  (IfJ  :=  i ^^ , 

\/K 

sin  0  .  fis  =r  y  G  .  siri  w  .  ./y  =r = -■ 

V/E 

13. 


{    228    ) 

Wlll. 

Nous  chercherons  maiiitonaiii  quelle  esl  la  condition 
pour  que  cette  ligne  soit  la  plus  courte.  Puisqtie  la  lon- 
gueur de  V  est  exprimée  par  lintégrale 

=  J  \¥.  dp-  -f-  2  F  dp  .  dff  -\-  Gdr/  , 

la  condition  du  minimum  exige  que  la  variation  de  cell» 
intégrale,  venant  d  un  changement  infiniment  petit  dans 
la  situation  de  cette  ligne,  devienne  zéro.  Le  calcul .  poui 
cette  recherche,  se  fait  plus  commodément  dans  ce  cas, 
si  nous  considérons  p  comme  fonction  de  q.  Cela  fait,  si 
la  variation  est  désignée  par  la  caractéristique  :;,  nous 
avons 


..=/<f 


—  •  dp'  H — -  •  dp .  d(/  -f-  — —  •  dq'  1  tf /^  -f-  (  2  E  d/J  4-  2  F  dr/  ]  d-]p 


dp         f-       '    '    dp 


Edp-hYdq       ^ 
T. ='/^ 


A(^ 


9  r/v 


idF     ,      ^        dG     ^ 

— : —  •  dp  .  dn  -! •  da  ' 

dp        '       '        dp        '    _       Y.dp^Ydc^ 


2  ds  da 

et  l'on  sait  que  l'expression  sous  le   signe  intégral  doit 
s'évanouir  indépendamment  de  />.  On  a  ainsi 

rfE     ^  ,       idY     ,      ^         dG     ,  ^  ,     ,Edp-hFdr/ 

——  •  dp-  H —  •  dp .  dn  -\ .  dfr  =  2  ds .  d — ; '- 

dp  dp  dp  ds 

,      ,—  ds .  f/  E .  ces  G  , — 

=  ids. d.  yE  ces  0  =: ;= 2.ds.d(j.\,/E  .  sin  0 

SJE 

{Edp  -hFdq   dE 


E 


'2\'EG  —  F\dq.dO 


jEdp-hFdq\    (dE  ^         dE       \  I 

=  [ Ë )-(;^^/'  +  ;7^-/7)-^VEG-F=../,.rfG. 

De  là  nous  tirons,  pour  la  ligne  la  plus  courte,   léqua- 


(  ^-^î)  ) 

tion  de  condiiion  suivante  : 
y/EG  _  F'.r/O  =  -  -  .  —  ../jp  +  -  -  .  — -  ../ry  -h  -  _  .  dp 

dV  i   dQ 

~  dJJ  ''^'~^  dJ7'''^' 

([non  pcul  aussi  écrire  ainsi  : 

' I  F    „,       1  dE    ,         dV  i  dG 

i/EG  --¥\dO  =  -  -.dh-\ 7-. dp r--ffp ;-  •  '^V- 

2  E  2  df/  dp  2  dp 

Du  rcslo,  à  1  aide  de  1  équation 

E  dp  F 


rot  0 


y/EG  —  F^    '^1        v^EG  —  F' 
on  peut  éliminer,  de  la  précédente  équation,  l'angle  6,  cl 
développer  ainsi  l'équation  différentielle  du  second  ordre 
entre  p  et  «jr,  qui  se  trouverait  cependant  plus  compliquée 
et  moins  utile  pour  les  applications  que  la  précédentCi 

XIX 

Les  formules  générales  que  nous  avons  trouvées  pour 
la  mesure  de  la  courbure  et  pour  la  variation  de  direc- 
tion de  la  ligne  de  plus  courte  distance  dans  les 
art.  XI,  XVIII ,  deviennent  beaucoup  plus  simples,  si  les 
quantités  />>,  «7  sont  choisies  de  telle  sorte  que  les  lignes 
«lu  premier  système  coupent  toujours  orthogonalemcnt 
Jes  lignes  du  second  système,  c'est-à-dire  de  telle  sorte, 
qu'on  ait  généralement  o^  =  90"  ou  F  ;=  o.  Alors  on  a  , 
pour  la  mesure  de  la  courbure, 

df/      d(/  \^P  /  f^/'     flp  V^^l  I 

et,  pour  la  vaiialion  de  Tangle  0. 

2  r/f/        '         2  dp 


Parmi  ks  tli\crs  cas  dans  lesquels  a  lieu  relie  euxidiiroii 
(1  orlliogonalilé.  lient  le  premier  rang  celui  où  toutes  les 
lignes  de  lun  ou  l'autre  système,  par  exemple  du  pre- 
mier, sont  des  lignes  de  plus  courte  distance.  Là  ,  en  ell'el, 
pour  une  valeur  constante  de  ^,  Tangle  0  devient  zéro: 
d'où  l'équation  qu'on  vient  de  donner  pour  la  variation 

de  0  montre  qu'on  doit  avoir  —  =  o ,  ou  que  le  coeBi- 

cient  E  doit  être  indépendant  de  ^,  e  est-à-dire  que  E 
doit  être  ou  constant  ou  fonction  seulement  de/?.  Le  plus 
sinqile  sera  d'adopter  pour  p  la  longueur  même  de  chaque 
ligne  du  premier  système,  et  même  chaque  fois  que  toutes 
les  lignes  du  premier  système  concourent  eu  un  point,  de 
compter  cette  longueur  de  ce  point,  ou,  s'il  n'y  a  pas  de 
commune  iiitersection ,  d'une  ligne  quelconque  du  second 
système.  Ceci  compris  ,  on  voit  que/?  et  q  désignent  main- 
tenant les  mêmes  (juantités  que,  dans  les  art.  X\ ,  XM . 
nous  avions  exprimées  par'ret  ^.  et  qu'on  a  E  =  i .  Ainsi , 
les  deux  formules  précédentes  se  transforment  en  celles-ci  ; 

-  I  dÇ, 

V'G  .  d()  —. T  •'''!■: 

î  dp 


on . 

en 

posant  V 

G 

= 

ni , 

/■  = 

— 

I 

m 

d'm 
dp' 

dm 

d()  = 7-     (1(1. 

dp 

Généralement  parlant ,  m  seia  fonction  de/>,  «/,  clim/(/ 
1  expression  de  l'élément  d  une  ligne  (juelcon(pic  du  se- 
cond système.  JMais  dans  le  cas  particulier  où  toutes  les 
lignes  p  partent  du  même  point ,  évidemment ,  pour  p  =  u. 
on  doit  avoir  m  =  o^  donc  si ,  dans  ce  cas,  nous  adoplon> 
pour  «y  l'angle  nu';me  que  le  premier  élément  d'une  lignt 
quelconque  du  premier   svstèm<t    fait    avec   l'élément    de 


(  ^^3I  ) 

Fuiie  d  cllos  aibiuaiicnient  choisie,  tomme  pour  une  va- 
leur infiniment  petite  de  p^  l'élénie}it  d'une  ligne  du  se- 
cond système  (qu'on  peut  considérer  comme  un  cercle  dé- 
ciitdu  rayon  /^),  est  égal  hf)rf(j^  on  aura,  pour  une  valeur 
infiniment  petite  de  p,  tu  =  /^,  et  ainsi,  pour  />  =  o,  on 

aura  en  même  temps  m  =  o  et  —  =  i . 
'  fijj 

XX 

Arrêtons-nous  encore  à  la  même  supposition,  savoir, 
que/>  désigne  la  longueur  de  la  ligne  la  plus  courte,  menée 
d'un  point  déterminé  A  à  un  point  quelconque  de  la  sur- 
i  ace ,  et  ç  l'angle  que  le  premier  élément  de  cette  ligne  fait 
avec  le  premier  élément  d'une  autre  ligne  donnée  de  plus 
courte  distance,  partant  de  A .  Soient  B  un  point  déterminé 
sur  cette  ligne  pour  laquelle  g  =  o,  et  C  un  autre  point 
déterminé  de  la  surface,  pour  lequel  nous  désignerons 
simplement  par  A  la  valeur  de  r/.  Supposons  les  points  B 
et  C  joints  par  la  ligne  la  plus  courte,  dont  les  parties, 
comptées  du  point  B,  seront  désignées,  comme  dans 
l'art.  XVIII,  par  5,  et,  comme  dans  ce  même  article, 
9  désignera  l'angle  qu'un  élément  quelconque  ds  fait 
avec  l'élément  dp-,  soient  enfin  0",  0'  les  valeurs  de 
l'angle  9  aux  points  B  etC.  Nous  avons  ainsi  sur  la  sur- 
face courbe  un  triangle  formé  par  des  lignes  de  plus 
courte  distance,  dont  les  angles  en  B  et  C  ,  que  nous  dési- 
gnerons simplement  par  ces  mêmes  lettres,  seront  égaux, 
iun  au  complément  de  0"  à  1 8o  degrés ,  l'autre  à  l'ajigle  9'. 
Mais  comme  il  est  facile  de  voir,  par  notre  analyse,  que 
tous  les  angles  sont  exprimés,  non  en  degrés,  mais  en 
nombres,  de  façon  que  1  angle  57*^1 7' 45",  auquel  cor- 
respond l'arc  égal  au  rayon,  est  pris  pour  vmité,  on  doit 
poser,  en  désignant  par  :>7r  la  circonférence  du  cercle, 


laquelle,  à  cause  de  A  = -— ^  donne  dr/ .  (consl. —  \ 

*■  m   dp'  '    \  dp 


(  '■^■>2  ) 
Cherchons  niaiiiienanila  courbure  lotaie  de  ce  uiangle. 
qui  est  égale  à  fkda ,  cl  a  désignant  l'élément  superficiel  du 
triangle^  et  comme  cet  élément  est  exprimé  par  mdp  .dq, 
il  faut  prendre  Vuné^valv.  jyknulp  .dq  pour  toute  la  sur- 
face du  triangle.  Commençons  par  l'intégration  suivant/^, 

I    r/'/n   j  j      /  drn\ 

7 
pour  la  courbure  totale  de  l'aire  située  entre  les  lignes  du 

premier  système  auxquelles  coi  respondent  les  valeurs  de 
la  seconde  indéterminée  q,q-\-dq.  Comme  cette  cour- 
bure doit  devenir  nulle  pour  p  =  o,  la  quantité  constante 
introduite  par  l'intégration  doit  être  égale  à  la  valeur 

1         ''^'"  1  '        T  V       11  •      '         1».- 

lie  —  pour  p  ::=  o ,  c  est-a-dire  a   1  unité.   JNous    avons 

ainsi  dq .  i  i —  j ,  où  il  faut  prendre  pour  —  la  valeur 

correspondante  à  la  fin  de  cette  aire  sur  la  ligne  CB.  Mais, 
dans  cette  ligne .  on  a ,  par  le  paragraphe  précédent , 

dm 
dp 

d'où  notre  expression  se  change  en  dq-i-dô.  Vni  une 
seconde  intégration  prise  depuis  q=o  jusqu'à  r/ =  A, 
nous  obtenons  la  courbure  totale  du  triangle 

=  A  +  0'  —  e"  =  A+BH-C— TT. 

La  courbure  totale  est  égale  à  l'aire  de  celte  partie  de  la 
surface  sphérique  qui  correspond  au  triangle,  alï'ectée  du 
signe  positif  ou  négatif,  suivant  que  la  surface  courbe ,  sur 
laquelle  est  situé  le  triangle,  est  concavo-concave  ou  con- 
cavo-convexe  ^  pour  unité  daire,  on  doit  prendre  le  carré, 
dont  le  côté  est  l'unité  (le  rayon  de  la  sphère),  et,  par 
suite,  la  surface  totale  de  la  sphère  égale  /\t:.  La  partie  de 
la  surface  sphérique  correspondante  au  triangle  est  ainsi , 
lia  surface  entière  de  la  sphère,  comme  ±(A-f-H-|-C  —  7r) 


(  ^33  ) 

est  à  4^-  tle  théorème,  qu'on  doit  regarder,  si  nous  ne 
nous  trompons,  comme  vm  des  plus  élégants  de  la  théorie 
des  surfaces  courbes,  peut  aussi  être  énoncé  de  la  manière 
suivante  : 

L'excès  5«/i8o  degrés  de  la  somme  des  angles  d'un 
triangle  formé  sur  une  surface  courbe  concas^o-concaue 
par  des  lignes  de  plus  courte  distance,  ou  la  différence  à 
i8o  degrés  de  la  somme  des  angles  d'un  triangle  formé 
sur  une  surface  courbe  concai^o-coni^exe  par  des  lignes 
de  plus  courte  distance ,  a  pour  mesure  l'aire  de  la  partie 
de  la  surface  sphérique  qui  correspondit  ce  triangle,  par 
les  directions  des  normales ,  pourvu  qu'on  égale  la  sur- 
face entière  à  'jo.o  degrés. 

Plus  généralement,  dans  un  polygone  quelconque  de  n 
côtés,  formés  chacun  par  des  lignes  de  plus  courte  dis- 
tance, l'excès  de  la  somme  des  angles  sur  [in  —  4)tlroits, 
ou  la  différence  à  [i7i  —  4)  droits  (suivant  la  nature  de  la 
surface  courbe),  est  égal  à  l'aire  du  polygone  correspon- 
dant sur  la  surface  de  la  sphère ,  comme  il  découle  spon- 
tanément du  théorème  précédent  par  le  partage  du  poly- 
gone en  ti'iangles. 

XXI. 

Rendons  aux  lettres  p,  </,  E ,  F,  G  ,  ti  les  significations 
générales  que  nous  leur  avions  données  plus  haut,  et  sup- 
posons, en  outre,  que  la  nature  de  la  surface  courbe  est 
déterminée  d'une  manière  semblable  par  deux  autres 
variables  p',  q' ,  dans  laquelle  l'élément  linéaire  s'exprime 
par 


\]  E'  dp  •  4-  2  F'  dp' .  dq'  4-  G'  d<i'\ 

Ainsi ,  à  un  point  quelconque  de  la  surface  défini  par  des 
valeurs  déterminées  des  variables  p^  q^  répondront  des 
valeurs  déterminées  des  variables  //,  q' \  celles-ci  seront 


(  '-^34  ) 
doîK'  loiM'iions  (le  /',  fj.  cl  nous  supposerons  (|u  «>n  ob- 
tioiit,  par  k'ui' dillcicutialion, 

rtj/  ■=■  y.  dp  -f-  l^rfiy  , 
clri'  =  7  llp  4-  Sdq  . 

Proposous-nous  de  chercher  la  significaiion  géoiuc- 
trique  de  ces  coefficients  a,  |3,  y,  d. 

On  peut  ainsi  concevoir  luainienaul  sur  la  surface  courbe 
f/iiatrc  systèmes  de  lignes  pour  lesquelles  </,  /;,  q\  //sont 
respectivement  constantes.  Si  par  le  point  déterniijié  au- 
quel répondent  les  valeurs  /^,  q,  p\  q'  des  variables,  nous 
supposons  qu'on  mène  quatre  lignes  appartenant  à  chacun 
de  ces  systèmes,  aux  variations  positives  dp^  dq^  dp\  dq 
répondront  les  éléments 

v/Ê.^//»,      \JO.dfj,      S^'.dp',      \'G'.dq'. 

JNous  désignerons  les  angles  que  les  directions  de  ces 
éléments  font  avec  une  direction  fixe  arbitraire,  par  M,  iS , 
INI',  IN',  en  comptant  dans  le  sens  où  est  placée  la  seconde 
par  rapport  à  la  première,  de  façon  que  sin  (N  —  M)  soit 
une  quantité  positive  :  nous  supposerons  (ce  qui  est  per- 
mis) que  la  quatrième  est  placée  dans  le  même  sens  par 
rapport  à  la  troisième,  de  façon  que  sin  (IN'  —  M')  soit 
aussi  une  quantité  positive.  Cela  compris  ainsi,  si  nous 
considérons  un  autre  point,  infiniment  peu  distant  du 
premier,  auquel  correspondent  les  valeurs /)-[-<'//>,  q-{-dp^ 
p' -h  dp\  q' -\-  d(j'  des  variables,  avec  un  peu  d'attention 
nous  reconnaîtrons  (pi'on  a  en  général ,  e  est-à-dire  indé- 
pendamment des  valeurs  des  variations  dp^  dq^  dp\  d<j\ 

v/'Ë.r//;.sinM  + VG.r/7.sinN=  s/E'.f/y/.sinM'-hv/G'.r/v'.sinlN', 

puisque  ciiai  une  de  ces  expressions  n  est  autre  chose  (pu- 
la  distance  du  nou^eau  point  à  la  ligue  à  partir  de  laqiu'llc 
commencent  les  angles  des  (lireclit»ns.  .Mais  nous  avons, 
par   la    notation  déjà  iiilroiluilc  pins  liant,  iV  —  iM='i), 


(  ^35  ) 
el ,  par  analogie ,  nous  poserons  N' —  M=  (o',  el ,  do  plus, 
N  —  ]M'  =  J;.  L'équation  que  nous  venons  de  trouver  peut 
ainsi  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

v/Ë.rfy3.sin(M'  — w  +  4;)  +  \/g .dq  .sin  {M' -\--!^) 

=  \JË' .  dp' .  sin  M  ■  +  v'G' .  d<i' .  sin  !  M'  +  w'  ) , 

ou  sous  celle-ci  : 

v/Ë.f//;.sin(N'—  w  — w'-4--^)-^  v'G-^7'SJn  (N' —  w' -h  4,) 

=  SjlJ .  dp' .  sin  (  N'  —  w'  )  +  V^G' .  dq' .  sin  N' . 

Et  comme  l'équation  doit  évidemment  être  indépendante 
de  la  direction  initiale ,  on  peut  prendre  celle-ci  à  volonté. 
En  posant  ainsi  dans  la  seconde  forme  ]N'=  o,  ou  dans  la 
première  M  =  o,  nous  obtenons  les  équations  suivantes  : 

V^Ë'.  sin  w'.  dj/=  v'È .  sin  (w  -^  w'—  ^b).  dp-hs/O  .  sin  (w'—  •]/) .  dq, 

\/G'.  sin  w'.  dq'=  V^.  sin  (-^  —  w)   (fp  +  V^G .  sin  -l» .  dq  ; 

«omme  ces  équations  doivent  être  identiques  avec  celles-ci , 

dj/  =za.dp  -\-  [5 . dp , 

dq' ■=  7 . dp  -+-  S.dq, 

elles  donneront  la  détermination  suivante  des  coellicienls 

a,  |3,  7,  â  : 

/Ë    sin(w4-o/— ^L)         r  _  *  /^     sin  (^  —  ■^) 

^=VË"' sinco'      '  '      P-VË'"        sin./        ' 

/Ë     sin(J;  — w)  y_./^    sin  -L 

"''  ~  V  g''  '       sinw'      '  '  "~  V  G^  '  sin  w'  ■ 

On  doit  leur  adjoindre  les  équations 

F  ,  F 


(OS  w  =  -==  1  <■">  w    —  ■  /— — 

,/eg  V^^G' 


/eg  -  F^         •      /      4  /E^G^-r' 
y/__-_,      ^'""=V        E'G' 


(  ..36  ) 
l'ai   siiilc,  les  ([ualic  ocjuallons  |kmivc!iI  aussi  «"'tif  pié- 


seiiUcs  ainsi 


c/.  v'E'G'  —  F"  =  y/EG' .  sin  (oj  +  0/  —  .>  ) , 

.^  v/E'G'  —  F'^  =  VGG^-  sin (w'  —  ■],), 

V  v'E'G'  — F'^  =  v/ËF.  sin  (-^  —  co), 

ô  v/E'G'  —  F'-  =  y/GË'    sin  ^ . 

(lojiinic,    par     les    subslitulions    t/p' =  a  .(//> -\- P' •(/</ , 
ihj' z=  y . dp  -f-  a  .  (Iq.  le  tiiuùme 

E'  <lp''  4-  2  F'  dp' .  fhi'  +  G'  d<i" 

doit  se  changer  en  Er//>-  -f-  iV <tp  .  dq  -\-  Cj(lq'\  on  ublicni 
lacilement 

EG  —  F-'  =  (  E'  G'  —  F"  )  (  y/j  —  67  )--  ; 

et  comme,  -vice  versa,  le  second  trinôme  doit  se  changer 
de  nouveau  dans  le  premier  par  la  substitution 

(  olO  —  S7  )  <!j)  =  S  dj>' —  8  dfj' ,     (  x"?  —  ^7  )  dq  z=  —  7  dp'  -}-  y-  <l>l'  ■> 

nous  trouvons 

E^^_2F7r;-+-G7  =j^^-^.E', 

K  65  -  F  {aô+  [Î7)  +  G  y.-/  =  ^^,~^,    ■  F', 

EG  —  F- 

Eê^— 2Fap  +  Ga^  =  -— r^-G'. 

I'.  Cl   —  r  " 

XXll. 

Descendons  de  la  recherche  générale  do  1  arlicliî  pré- 
cédent à  l'application  très-large  dans  laquelle,  en  laissant 
encore  à  p  et  q  leur  signillcalion  la  plus  générale,  nous 
ailoptonspoui//,  q',  les  quantités  désignées  dans  Tart.  W 
par  /•,  Y  (lettres  dont  nous  nous  servirons  ici  aussi), 
de  sorte  que,  pour  un  poini  ([utlconquc  de  la  surface, 
/■  soit    la    plus    courir    dislan<e  à  un   point    détermine''. 


(  -^7  ) 
et  cp  l'angle  eu  ce  point  entre  le  premier  élément  de  v  et 
une  direction  fixe.  Nous  avons  ainsi  E'  =  i,  F'=o, 
hi  =  qo  degrés  ;  nous  poserons ,  de  plus  ,  VG'  =  '^*  • 
de  sorte  que  l'élément  linéaire  quelconque  devienne 
=  sj dr'^  -\- 171^ dd^ .  Par  suite,  les  quatre  équations  trouvées 
dans  l'article  précédent  pour  a,  |S,  y,  o,  donnent  : 

(i)  v'E-cos(w — J/)  = -— , 

'  CtjJ 

(2)  VG  .  CCS  -h  =  --  •> 

.  dq 

(  3  )  V'E  .  sin  (iL  —  (,>)  =1  ni  .  ---  -, 

dp 

(4)  V^G  .  sin  -^  =  w  .  — ^• 

Mais  la  dernière  et  lavant-dernière  donnent 

\        dq  dp  j  dq         \        dq  dp  J  dp 

C  est  de  ces  équations  qu'on  doit  tirer  la  détermination 
des  quantités  /•,  qp,  ^  et  (si  besoin  est)  m,  g\\  p  et  q\  sa- 
voir :  l'intégration  de  l'équation  (5)  donnera  /',  et,  ceci 
trouvé,  l'intégration  de  l'équation  (6)  donnera  ©,  et  l'une 
ou  l'autre  des  équations  (i),  (?. ),  i|>  -,  enfin  ,  on  aura  m  par 
l'une  ou  l'autre  des  équations  (3),  (4). 

L'intégration  générale  des  équations  (5),  (6)  doit  né- 
cessairement introduire  deux  fonctions  arbitraires ,  et 
nous  comprendrons  facilement  leur  signification,  si  nous 
faisons  attention  que  ces  équations  ne  sont  pas  limitées 
au  cas  que  nous  considérons  ici ,  mais  qu'elles  ont  encore 
lieu,  si  Ton  prend  /'  et  ©  dans  la  signification  générale  de 


(  -aS^  ) 
Vail.  X\l,  de  laçiHi  (juc  /■  soil  la  louj^iuiii  de  la  ligiii- 
la  plus  courte  menée  iionnalenicnl  à  une  ligne  arl)i- 
traire  déterminée,  cl  ^f  une  fonciion  arbilraiie  de  la  par- 
lie  de  la  ligne  qui  est  interceptée  entre  la  ligne  indéfinie 
de  plus  courte  dislance  ,  et  un  point  arbitraire  déterminé. 
La  solution  générale  doit  ainsi  embrasser  tout  cela  d'une 
manière  indéfinie,  et  les  fonctions  arbitraires  devien- 
dront définies,  quand  celte  ligne  arbitraire  et  la  fonction 
des  parties  que  o  doit  donner  sont  assignées.  Dans  notre 
cas,  on  peut  adopter  un  cercle  infiniment  petit,  ayant 
son  centre  au  point  d'où  l'on  compte  les  distances  /',  et  cp 
désignera  les  parties  mêmes  de  ce  cercle  divisées  par  le 
rayon  5  doù  l'on  ('onclut  facilement  que  les  équations  (5) 
et  (6)  suffisent  complètement  pour  noire  cas,  pourvu 
que  ce  (pi'elles  laissent  indéfini  soit  assujetti  h  celle  con- 
dition, que  /■  et  ç  conviennent  pour  ce  point  initial ,  et 
pour  les  points  qui  en  sont  infiniment  peu  distants. 

D'ailleurs,  pour  ce  qui  regarde  l'intégration  même  des 
équations  (5),  (6),  on  sait  qu'elle  peut  se  réduire  à  1  in- 
tégration d'équations  aux  dinércntiellcs  partielles  ordi- 
naires, qui  cependant  sont  la  plupart  des  temps  si  com- 
pliquées, qu'il  y  a  peu  d'avantage  à  en  tirer.  Au  contraire, 
le  développement  en  séries  qui  suffisent  abondamment 
aux  besoins  de  la  pratique,  tant  cju'il  ne  s'agit  que  de- 
parties  médiocres  de  la  surface,  n'est  siijet  à  aucunes  dil- 
ficullés,  et  les  formules  rapportées  ouvrent  ainsi  un( 
source  féconde  pour  la  solution  d'un  grand  nombre  de 
problèmes  Irês-imporlanls.  Mais.,  en  cet  endroit,  nous  ne 
développerons  qu'un  seul  exemple  pour  montrer  le  ca- 
ractère de  la  mélbode. 

XXIII. 

Nous  considérerons  le  cas  où  toutes  les  lignes  pour  les- 
(jucUcs  i>  est  constant  sont  i!es  lignes  île  pins  comte  ilis- 


{  ^^9  ) 
lance,  coupant  oillioyonalcmcnt  la  ligne  pour  laquelle 
(p  =  o,  et  que  nous  pourrons  regarder  comme  ligne  des 
abscisses.  Soient  A  le  point  pour  lequel  r=zo,  D  un  point 
quelconque  sur  la  ligne  des  abscisses,  AD  =  /;,  H  un 
point  quelconque  sur  la  ligne  de  plus  courte  distance  nor- 
male à  AD  en  D ,  et  BD  =  q ,  de  façon  qu'on  puisse 
considérer  p  comme  l'abscisse,  f/  comme  l'ordonnée  du 
point  B;  nous  pi^enons  les  abscisses  positives  sur  la  branche 
de  la  ligne  des  abscisses  à  laquelle  répond  (p  =  o,  tandis 
que  nous  regardons  ;•  toujours  comme  une  quantité  po- 
sitive; nous  prenons  les  ordonnées  positives  dans  la  ré- 
gion où  (p  est  compris  entre  o  et  i8o  degrés. 

Par  le  théorème  de  l'art,  XVI,  nous  aurons  0)  =  90", 
F  =  o  et  G  =;  1  ;  nous  poserons  de  plus  s/K  ^:=ti.  n  sera 
ainsi  fonction  de  p  et  q^  et  telle  que  pour  q  =  o  elle  doit 
être  égale  à  i .  L'application  à  notre  cas  de  la  formule 
rapportée  dans  l'art.  XVIII  montre  que,  dans  une 
ligne  quelconque  de  plus  courte  distance,  on  doit  avoir 

49  =  —-  '  r//7,  0  désignant  l'angle  compris  entre  Télémeni 

de  cette  ligne  et  l'élément  de  la  ligne  pour  laquelle  q 
est  constant.  Comme  déjà  la  ligne  des  abscisses  est  une 
ligne  de  plus  courte  distance,  et  que,  pour  elle,  partout 
6  =  0,  on  voit  c[ue,  pour  q=o^  on  doit  avoir  partout 

—  =1  o.  De  là  donc  nous  concluons  que,  si  ti  est  dévelop- 
pée en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  q,  ell(> 
doit  avoir  la  forme  suivante  : 

n  =  i  -j-fr/''  H--  gr/'  4-  //r/'"  -^  etc., 

où  y,  g^  // ,  etc.,  seront  fonctions  de  /;,  et  nous  poserons 
/  =  /«  +  />+/>-+- etc., 
g=  g"-h  g'P  +  g" P' -h  etc., 
h  =  /i"  +  ///>  -I-  //>'  -t-  etc., 


(  ^-40  ) 

un 

-I-  h" ff''  -h  etc. 

XXIV 

Les  équations  de  l'art.  XXII  donnent ,  rlans  le  cas  dont 
nous  nous  occupons, 

dr  dr  drj  do 

n  sin  \!>  ==  — ,  cos  >]/=:—-'  —  n  cos-i/  z=:  m  .—^t    sin  v  =^  w  .  -p-  - 
r//>)  dq  dp  dq 


A  l'aide  de  ces  équations ,  dont  la  cinquième  et  la  sixième 
sont  déjà  comprises  dans  les  autres,  on  pourra  développer 
les  séries  pour  /',  ©,  ^,  m,  ou  pour  des  fonctions  quel- 
conques de  ces  quantités;  nous  allons  traiter  ici  celles  qui 
sont  les  plus  dignes  d'attention. 

Comme,  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  /?,  (j. 
on  doit  avoir  r'^=  p^  -+-  </%  la  série  pour  r^  commencera 
par  les  termes  p^-\-q^  \  nous  obtiendrons  les  termes  d  un 
ordre  plus  élevé  par  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés (*),  à  l'aide  de  Téquation 


/i     d.r-y       /d.r'Y 


savoir 


[.  J    ,-  =  p-  H-  l^p^rj^  +'-f'p'rf-  +  (|/"-  ^  P')  P'r^  Ole. 


-t-7=-+-:!-êV7'+FsV7' 


7^  '     '       '5 


(i''"-è^^")'''^^ 


(•)  Nous  avons  juge  superflu  d'eciiip  ici  le  calcul ,  qui  peut  cive  un  peu 
abrégé  p.ir  quelques  artifices. 


(  Ml  ) 

Nous     avons     eusuite  ,      au     moyeu     de     Ja     formule 

I       d.  r- 
r  sin  ti  =  —  •  — ; —  1 
'        ?  //       dp 

{  r  sin  l^p-  \f'inr  -  \f'P'n'-  (^/"+  p/"/")  F't-^' 
1      r  1  I  \      d.  r'^ 

et ,  par  la  tormule  /•  cos  u/  =  -  • ? 

3  3 

;3](  -y-jë''p'''f+-^s'p"r 


{^.,._p.,y,. 


L'une  et  l'autre  formule  font  connaître  l'angle  tp.  Ensuite, 
quant  au  calcul  de  Fangle  'j>,  les  séries  pour  rcos  ^,  rsin© 
se  développent  très-élégamment  au  moyen  des  équations 
aux  différentielles  partielles, 

c?.rcosu)  .  .do 

=  Il  cos  «p .  sin  1/  —  /•  sin  ce  .  —  -, 

dp  '  '     dp 

d .  r  cos  ©  .  do 

; =    cos  m  .  cos  -L  —  r  9,}n  <f  .  ~  y 

dq  dq 

d .  rûno  .     .  d'ji 

=  n  sin  a  .  sm  4»  -f-  r  cos  '^  .  —^'> 

dp  '  dp 

d .  r  sin  <p  -  ,  «"Z» 

=     sin  (p  .  cos  -J^  -h  r  cos  o  .  — -'-  5 

dq  '  '     dq 

do  ,  d'i> 

/?  cos  'L  .  -p-  H-  sin  4.-^  =  0, 
<Yr/  dp 
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{  ■^•«■^  ) 

dont  la  combinaison  donnf 

/•  sin  r!<    d.  r  cos o  ,     '^  • '' ^^"^  ? 

^ i   -+-  /•  cos  !/  .  ; =  /^  cos  9, 

r  sin  l)    tl .  i%\n  o  f/.  rsin  ç 

Lzll -\-  /cosJ/  .  ; =  /-sin  ç)- 

n  dp  '  "7 

On  tire  de  là  facilement,  pour  calculer  /cos  9,  /sin  9,  des 

séries  dont  les  premiers  termes  doivent  être  évidemmeni 

p  et  ç,  savoir  : 

I4l|  +'-g'pi'-^^,i;'i''i' 

.sin ,  = ,  -  i  /■■if,  -  -/','",  -  [i-„r-  ^ff)  .'./-... 
[5]{  -y^g-p'r-^g'p'r 

En  combinant  les  équations  [2],  [3],  [4],  [5],  on  peut 
obtenir  une  série  pour  calculer  /•  -  cos  { ï|;  H- o)  ;  divisant 
cette  série  par  la  série  [  i  ]  qui  donne  /•-,  on  aura  cos  {^-+-  o  ) , 
et,  par  conséquent,  aussi  ^  -t-  <^  développé  en  série.  On 
peut  cependant  obtenir  cette  même  série  plus  élégam- 
ment de  la  manière  suivante.  En  différcntiant  la  première 
et  la  seconde  des  équations  (jui  sont  rapportées  au  com- 
mencement de  cet  article,  nous  obtenons 

dn  ,     dl         .     ,     d], 

sm  l  .  -r  -\-  fi  00s  b  . h  SHi  !/.-—=  o  ; 

'     d(/  d(/  dp 

(  ombinant  cette  équation  avec  celle-ci  . 

d'j  di^ 

it  cos  !/ .  — -^  -J-  Slll  ■!/.—-:=  u  , 
■     d,i  •    dp 


(  ^43  ) 

il  vioiii 

7-  sin  ^|/     (In        r  sin  ^    d  (L  -f-  <p  )  d  (4'  -+-  *  ) 

_  _| •-  .  -JlL. U.  _{-  ,•  cos  ^  .      '^,       ^'  =  o. 

De  cette  équation,  à  l'aide  de  la  méthode  des  coefficiciilà 
indéterminés,  nous  tirerons  facilement  la  série  suivante 
pour  i|^  4-  cp,  si  nous  faisons  attention  que  son  premier  terme 

doit  être  -  tî,  le  rayon  étant  pris  pour  unité ,  et  2  tî  dési- 
gnant la  circonférence  du  cercle, 

3    . 

4 


1:6]/  ^  o«prj-^  —     g  jrtj 


-(/<•- !/•/•)«. 


11  nous  parait  utile  de  développer  aussi  en  série  Taire 
du  triangle  ABD.  Nous  nous  servirons,  pour  ce  dévelop- 
pement, de  l'équation  de  condition  suivante,  qui  dérive 
facilement  de  considérations  géométriques  assez  natu- 
relles, et  dans  laquelle  S  désigne  l'aire  cherchée , 

/sini      dS  ,     dS        rsin-i/   ^     , 

■ h  '■  cos  |>  .  —-  = J  n  dq, 

n  djj  f^  n      ^        ' 

l'intégration  commençant  à  fj  =0.  De  là  ,  en  effet ,  nous 
obtenons  ,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés, 


40  "  '      ^  10^  '     ' 


j  pr- 
ie. 


(  ^4  i  ) 

XXV. 

Des  IbiiiiuK's  tic  l  ailitlc  précédcm  ,  cjui  m-  rappoiinil 
au  triangle  rectangle  formé  par  des  ligues  de  plus  courte 
distance,  passons  à  quelque  chose  de  plus  général.  Soit 
sur  la  même  ligne  de  plus  courte  dislance  BD,  un  autre 
point  C  pour  lequel  p  ne  change  pas ,  et  les  lettres  «7',  .r', 
cp',  <]/ ^  S'  désignent  pour  le  point  C  les  mêmes  choses  que 
<7,  ;■,  ^,  tj/,  S  pour  le  point  V».  On  forme  ainsi,  entre  les 
points  A,  13,  C  ,  un  triangle  dont  nous  désignons  les  angles 
par  A ,  B ,  C ,  les  côtés  opposés  par-  a ,  h  .  c .  Taire  par  t  ; 
nous  exprimerons  la  mesure  de  la  courbuie  aux  points  A  , 
B,  C  respectivement  par  a,  |3,  y.  Supposant  donc  (ce  ([ui 
est  permis)  que  les  quantités />,  (j.  q  —  q'  sont  positives, 
nous  avons 

<7  =  //  —  7' ,       b  :=^  r\        c  =z  i-^       (T  :=  S  —  S'. 

Avant  tout,  exprimons  Taire  c;  en  série.  En  changeant 
dans  la  série  [7]  chacune  des  quantités  relatives  à  Bdans 
celles  qui  se  rapportent  à  C,  il  vient  cette  série  pour  S', 
développée  jusqu'atix  quantités  du  sixième  onhe, 

1)1.  ' 

'^  =  -/n'7  —  7')  \    —  g^  /'/AW^"'-+-  7  7--t-  7  77'  -t-  7  7'7') 

—  ■^S"  (7+7'.'  (3y/^  +  4  7'-»-477'+47") 
Cette  formule,  à  l'aide  de  la  série  [2],  sa\t)ir, 


c  sin  B  =  /?  (  I  —  -  /"  (]-  - 
se  change  dans  la  suivante 


f'pT-l^'r—  ■■j- 


(  ^^'5  ) 

-(7<binB/    —  T^/'y^  (t>//-—  ^7' -i- 7  77'-l- 77'') 

I     —  -7-g'''(3/>^7  +  3/v'7'— 67'+47V/'-h477'-'  -1  47') 
(  20 

La  mesure  de  la  eourbure  pour  un  point  quelconque 
delà  surface  devient,  par  l'art.  XIX  (où  /« ,  p^  q  étaient 
ce  que  sont  ici  /z ,  /y,  p)^ 

I     (V  n  2  /  -t-  6  ^q  + 1 2  7/7-  +  . .  . 

//     d(p  \  +/fp-h  .  . . 

=  —  2/— 6^7  —  (l2//—  2./')q\  .  . 

De  là  ,  quand  p,  f/  se  rapportent  au  point  B, 

H  =  —  ip  —  2/  'p  —  6  g^'V/  -  2/ y  —  6g'p'/ 
-^{12/." -2/"/")  7'-,.., 

cl  aussi 

7  =  —  2/"  —  2/'/^  —  6  g»  7'—  2/V— 'ig>/' 

—  (12//"—  2/»/"'  )  7'=—  .  .  .  , 

a  =  —  2/". 

En  introduisant  ces  mesures  de  courbure  dans  la  série 
pour  cr,  nous  obtenons  Texpression  suivante,  exacte  jus- 
(pi  aux  quantités  du  sixième  ordre  (exelusivemeut) , 

I  +  -^  a  (4/^=—  27^  -h  ?>  qti'  ~h  "^q") 
1  20 

(7=:  -«r  sin  b/    -f- 3(3/>'  —  67  -+-677' 4- 67'') 

5  J  1 20  '  ' 

_|._L.^(3^^_27--+-    77' '+-4-7'^) 
i  120 

La  précision   restera  la    même,    si  pour  />.  q,  q'   nous 
substituons  c  sin  B,   c  cos  B,  c  cos  B  —  «^  cela  faii ,  il 


(  ^-4«  ) 

1  H a  f"  3  n-  4-  4  '■'  —   0  '"  (^"OS  B  ) 

i?.o     '  ^  •  ^ 

[81      T=-cicsinli{    H 3  1  3rt^-|- 3c' — i2r/ccosB)' 

-'  2  1  I  2o  ' 

7  ( 4  '^'  +  3  c'  —  q rtf- cos B ' 

\  1  20  •' 

Comme  tout  ce  qui  se  rapporte  à  la  ligne  AD  menée 
normalement  à  BC  a  disparu  de  cette  équation ,  on  pourra 
permuter  aussi  entre  eux  les  points  A,  B,  C  avec  leurs 
corrélatifs  -,  c'est  pourquoi  on  aura  ,  avec  la  même  pré- 
cision , 

/  I 

I  H a  (3  />'-!-  3  c' —  j  2  bc  cos  A) 

.  I20  ' 

r  ol      0=  -  l'c  sin  A  (    -I S  (  3  è'-h  4  '^^ —   Q  bc  cos  A  U , 

H 7  (4 /-"'H- 3c' —  qZ>ccosA' 

I20  ^  ' 

\-\ a(3rt''+4'^" —   qwccosC) 

1  20  ■' 

fiol     T  1=  -  rt/;  sinC  (    H [itia+Zlr —  Q«/;r()sC) 

^       ■'  2  1  1  20  '    ^  ^ 

-I 7  '  3  (r-\-  3  /'• —  I  ->  r//^  cnsC) 

I  20   ^ 

XXVI. 

La  considération  du  triangle  plan  rectilignc,  dont  les 
côtés  sont  égaux  à  «,  ^,  c,  est  d'une  grande  utilité;  les 
angles  de  ce  triangle,  que  nous  désignerons  par  A*,  B*,  C*, 
diffèrent  des  angles  du  triangle  sur  la  surface  courbe, 
savoir,  de  A ,  B ,  C  de  quantités  du  second  ordre ,  et  il  sera 
essentiel  de  développer  avec  soin  ces  différences.  IMais  il 
suffira  d'avoir  posé  les  premières  bases  de  ces  calculs  plus 
proli\cs  que  diffuibvs. 


(  '-^47  ) 
En  changeant  dans  les  formules  [i  j,  [4],  [  5  ]  les  quan- 
tités qui  se  rapportent  à  B  en  celles  qui  se  rapportent  à  C  , 
nous  trouverons  des  formules  pour  r'%  r'  cos  tp',  /  '  sin  cp'. 
Alors  le  développement  de  l'expression 

/•'+/•'-  —  ( (/  —  (j'Y  —  2  r  cos  (y .  /  COS  ■^'  —  2  7-  sin  'i^ .  /  sin  cp' , 

qui  devient 

=  b-  +  c-  —  «'  —  2  bc  cos  A  =  2  bc  (cos  A*  —  cos  A ) , 

combinée  avec  le  développement  de  l'expression 

r  sin  'f   r'  cos  rp'  —  r  cos  <sj  ?'  sin  tp' , 

qui  devient  =  bc  sin  A,  donne  la  formule  suivaiite  : 

COS  A* — cos  A         )        /  I      ^„        »     ^  ^\  I       ,     ,  r 

De  là    vient   aussi  ,  jusqu'aux  quantités    du    cinquième 


'      5^"  +  g/'/'^j»"('/  +  /)  +  ^/V' 


ordre, 


^*  —  A  =  —  (7  —  7')  /'  j  +  —  ^■'/^(7  +  7')  -+-  i  /'"  (7'+  77'+  7'"') 

i~^  //"(Tr^  7  7'+ 12-77' H- 77'^) 

En  combinant  cette  formule  avec  celle-ci , 

2  <7  --ai>      I  —  g  /"  (/^'  -4-  7'  +  77'  H-  7'' )  h 

et  avec  les  valeurs  des  (juantités  a,  /S  ,  y  rapportées  dans 
1  arliclc  prcccdcnl,   nous   obicnons   jusqu  aux   quanlilés 


(  --48  ) 
ilu  cinquième  oich e  , 

^a-4-  — fl  +  — 7  -^  ^  J  "  p- -h  '-P  ë' F  ['I  -H-/') 

6  12'  12  l5  ;-orv/  i    i 

[il]  A*=  A-a(        +lA»(3r/=—  ?.7v'+  37") 


"*"  ^  -^"-^  '  ^^  '"'  —  I  1  7^  H-  1 4  7'/'—  '  '  7'"  j 
Par  des  opérations  tout  à  fait  semblables,  nous  trouvons 

12  6  12  10  10  ^  ' 

[l2]B*=B-a{  +^/,«(4^'-  4,/^' +  3,/.') 

-  — /"/"  (2/^^  4-  87^—877'+  I  1  7'  ) 

[i3]  C*=C— (il        -+-  g/'"  (3  7^ -4  77' -h  4  7'=) 

—  -^/V"  (2/^'  +117^  —  877'  +  8  tj'-'] 

De  là  nous  déduisons  en  même  temps,  puisque  la  somme 
A*  -t-B*-f-  C*  est  égale  à  deux  droits,  l'excès  de  la  somme 
A  H-  B  -h  C  sur  deux  angles  droits ,  savoir  : 


[i4]  A+B4-C=7r+(T 


Cette  dernière  formule  pourrait  aussi   se  déduire  de  la 
formule  [6]. 


(  '^49  ) 

XXVII. 

Si    la   sui  tace    courbe  est    une  sphère  dont  le  rayon 
égale  I,  on  aura 

a  =  ^.=  y=  — 2/^'=^,    /"=0,    g'=0,    6/i''~/V  =  0, 

ou 

Par  là,  la  formule  [i4]  devient 

A+B4-C  =  7r+  ^, 

et  jouit  d'une  précision  absolue:  mais  les  foi  mules  [i  ij. 
[12],  [i3]  donnent 

C*  =  C  -  3^^  +  -^  (  ^^  +  ,  =  +  2  9 7  '  -  2  7  -  ) , 
ou,  avec  la  même  exactitude, 


B*=:  B 


3R^        i«o 


_(„=_f.c'_  2 //->), 


En  négligeant  les  quantités  du  quatrième  ordre,  on  tire 
de  là  le  théorème  connu  proposé,  pour  la  première  fois, 
par  l'illustre  Legendre. 

XXVIII. 

Nos    formules   générales,   en    rejetant   les    tcrnu's    du 


(  u:.u  ) 

(ju.iliicinc  ordre,  deviennent  très-simples,  saxoli 


A*=A--.(2:.-h^H-7), 
B*  =  IJ T  (  z  H-  2  ^i  +  V) , 

C*  =  C  —  —  '7(a  +  'l-h  27J. 
12  '  ' 

Ainsi,  il  laut  appliquer  à  A,  B,  C  des  réduelions  iné- 
gales, quand  ils  ne  sont  pas  sur  une  surface  spliériquc, 
pour  que  les  sinus  des  angles  dans  lesquels  ils  ont  été 
•changés  soient  proportionnels  aux  côtés  opposés.  L'iné- 
galité, généralement  parlant,  sera  du  troisiètiie  ordre: 
mais,  si  la  surface  dillère  peu  de  la  sphère,  cette  iné- 
galité se  rapportera  à  un  ordre  supérieur.  Dans  les  trian- 
gles même  les  plus  grands  sur  la  surface  de  la  terre,  dont 
on  peut  mesurer  les  angles,  la  dilîérence  peut  toujours 
être  regardée  comme  insensible.  Ainsi,  par  exemple, 
dans  le  triangle  le  plus  grand  parmi  ceux  que  nous 
avons  mesurés  l'année  précédente,  savoir,  entre  les  points 
Hohehagcn,  Brocken,  Inselsbcrg,  où  l'excès  de  la  somme 
des  angles  fut  égale  à  i4", 85341^,  it^  calcul  donna  les  ré- 
ductions suivantes  à  appliquer  aux  angles  : 

Hohehagen ^"  ^^Sii'i-, 

Brocken 4'j95'o4, 

Insclsherg 4"  jf)^'^'  • 

XXIX. 

Pour  liuir,  nous  ajouterons  encore  la  comparaison  de 
1  aire  du  triangle  sur  la  surface  courbe  avec  laire  du 
triangle  rectilign*^  dont  les  côtés  sont  a,  />,  c.  jNous  dé- 
signerons par  o*  relie  dernièic  liic,  (pii  est  égale  à 

-  lu   siri  \*  — r  -  iK  siii  W  —.  -  II!,'  sin  ('.* 
2  2  2 


(  '^^^'  ) 

Nous  avons,  jusqu'aux  quaulités  du  quatrième  ordre, 

sin  A*  =  sin  A 7  ces  A  .  (  2  a  +  p  4-  7) , 

ou,  avec  la  même  exactitude, 

sin  A  =  sin  A*     1  H ^  hc  ces  A  .  (  2  a  +  [î  +  7)    • 

Substituant  cette  valeur  dans  la  formule  [9],  on  aura  jus- 
qu'aux quantités  du  sixième  ordre, 

H ^  y.  {  3  6-  -t-  3  c-  —  -xic  ces  A  ' 

120 

7  =  -  *r  sin  A*  <      H 6  (  3  <^'  -f-  4  r'  —  4  ^«^  fos  A  )  )  , 

2  120  '  ^  '' 


H 7  (4  *'^'  +  3  r'  —  4  bc  ces  A  )  / 

120 

ou,  avec  la  même  exactitude, 

\\-\ 7.  fa' 4-  2^-'  +  2c')H ^•6(2rt'4-  i^-H  2c-) 

'120  120 

H 7(2«' +  26=  + f-)  \ 

120  I 

Pour  la  surface  sphérique ,  cette  formule  prend  la  forme 
suivante  : 


'  +  ^'^-(«'+  z^^  +  ^n]' 


à  la  place  de  laquelle  on  peut  prendre  aussi  la  suivante , 
en  conservant  la  même  précision,  comme  il  est  facile  de 
vérifier. 


^       /sin  A  .  sin  B  .  sin  (1 
'^~'^    V  sin  A*,  sin  B*.  sin  c*' 


Si  l'on  applique  la  même  formule  aux  triangles  sur 
une  surface  courbe  non  sphérique,  l'erreur  sera,  généra- 
l«Muenî  parlant ,  du  cinquième  or'Irc.  mais  insensible  dans 


tous  les  trian{^i(.'S  (|i)  on  ptul   mosiiK  r  siu  la  >\ii1.m  f  tic  la 
lerro. 

l^otc.  Di-s  l'aiiti's  ly|iu^;iaphiiniL's  cl  i|ucl(iueà  iTiciirs  ili'  <.;ilcul  se  smil 
jjlissées  dans  le  Alénidiri' ori(jinal.  Nous  les  avons  cori'i(;<^cs  cl  nous  nous 
sommes  servi  des  corrections  que  M.  Bos,  élève  de  l'Ecole  Normale,  au- 
jourd'hui jii'ol'esseur  au  lycée  de  Strasbourg,  a  eu  la  bonté  de  nous  commu- 
niquer. Le  Mémoire  l'ait  partie  du  tome  VI  des  IS'ouveaux  Mémoires  de  lu 
Société  royale  des  Sciences  df.  Gàtiingue  ;  on  le  trouve  à  la  i>a(;e  99  de  te 
tome  qui  a  paru  en  1828.  11  est  réimprimé  dans  V Application  de  l'Analyse 
do  Monge,  édition  de  i85o.  On  a   traduit  sur  celto  réimpression. 


Dl  TRACE  GËOGnvnilOlE 

Des  surfaces  courbes  les  unes  sur  les  autres .  et  application  de  ce  tracé  à 
la  construction  des  cartes  "éograpiiiquos  ; 

Par  ai.   LE  D^  J.   DIENGEll, 
Professeur  à  l'Ecole  Polytechnique  de  Carlsrulic. 


C'est  M.  Gaussqui,  le  piemici-,  a  résolu  le  problème 
important  de  faire  eorrespondrc  les  points  d'une  siulaee 
courbe  à  ceux  d'une  autre  surface  courbe,  de  telle  sorte 
([ue  les  éléments  de  ces  surfaces  passant  par  des  poini.s 
correspondants  soient  semblables.  M.  Liouville  a  ajoiile 
des  éclaircissements  aux  développements  de  M.  (  ianss  (*  ), 
cl  je  crois  rendre  ([uelqiie  service  aux  lecteurs  de  ces  .//i- 
na/es ,  en  exposant  les  principes  sur  lesquels  repose  la 
solution  de  ce  problème,  en  suivant  la  rouie  que  ces  grands 
niaitresonl  tracée.. i'ajouterai  (pielquesindicaliotis  rapidcN 
de  l'application  de  ees  princijx'.s  an  tracé  des  cartes  pco- 
grapliiqncs. 

l. 

Supposons  quOn  ail  deux  siufaces  S  et  2.  et  qu  on 
\euille  iaire  correspondre  les  points  de  la  surface  S  aux 
luiints  de  la  surfaci'  S.  <le  tell(>  sorte  (|u  en   connaissant 

(*)  Application  de  l'Analyse,  etc.,  pai'f  Ooi. 


(  ^^^^  ) 

les  coordonnées  d'un  point  OÏL  de  la  surface  S,  on  puiss<' 
déterminer  les  coordonnées  du  point  M  de  la  surlace  2, 
qui  correspond  au  point  Oïl.  Nous  supposerons,  en  outre, 
que  la  loi  de  cette  correspondance  soit  telle,  qu'à  des 
points  dilïérents  de  la  surface  S  correspondent  des  points 
ditïérents  de  la  surface  S,  et  qu'à  deux  points  OXL  et  DTl' 
infiniment  voisins  de  S,  correspondent  deux  points  aussi 
infiniment  voisins  M  et  M'  de  2.  Il  est  aisé  de  voir  que- 
ces  conditions  seront  remplies  aussitôt  que  la  loi  cpii  régit 
cette  correspondance  est  exprimée  par  une  fonction  con- 
tinue. 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  déterminer  cette 
loi  de  correspondance,  sous  la  condition  que  les  élémenîs 
infiniment  petits  des  deux  surfaces  S  et  2  passant  par  ks 
points  correspondants  3ïL  et  M  soient  semblables,  c'est-à- 
dire  qu'en  se  figurant  ces  éléments  de  forme  triangulaire  , 
que  ces  triangles  soient  semblables.  On  pourra  donc  expri- 
mer ce  problème  aussi  de  cette  manière  :  Soient  DM. ,  Dïl\ 
DVJ'  trois  points  infiniment  voisins  de  la  surface  S  (non  si- 
tués en  ligne  droite) ,  et  M,  M',  M''  les  points  correspon- 
dants de  l'autre  surface,  les  triangles  Dïl  DK'  D]V\  M  M' M'' 
doivent  ètie  semblables. 

Pour  résoudre  ce  problème  dans  toute  sa  généralité, 
nous  ferons  d'abord  1rs  observations  suivantes  :  Soient 
X,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  Oit  par 
rapport  à  un  système  d'axes  rectangulaires  quelconques, 
et  soit  X  un  point  infiniment  voisin  sur  la  même  surface  ; 
l'élément  linéaire  ds  sera  exprimé  par  \/dx'^  -+-  dy^  H-  dz^ , 
X  -h  dx^y  -h  dy,  z  -f-  dz  étant  les  coordonnées  du  point  Dî-, 

et  dz=z-^  dx  -\ — —  d)\i  et   l'on   tirera  les   valeurs    des 

ax  (If     ^ 

quantités -^î  —  de  l'équation  donnée  de  la  surface.  Les 
coordonnées  :c,  y  sont  deux   variables    indépendantes. 


(') 


Imaginons  maintenant  qu'au  lieu  de  t  es  deux  variables 
indépendantes  x^  j,  on  en  introduise  deux  autres  /'-y, 
lices  par  des  équations  coiinues  aux  quantités  x.  r,  de 
telle  sorte  qu  on  pourra  exprimer  x ,  y  par  /?,  q  ;  on  aura 
évidemment 

(Ix  (Ix  dy  fly 

dx  =  -—  dp  +  — -  d(i ,      dy  =  — -  d/j  +  --  dn  ■ 
dp  dq  '  dp  (hj 

!\!ais  comme  z  est  une  fonction  de  x  et  y,  z  sera  aussi 
une  fonction  de  p  et  </,  et  Ton  aura  donc  aussi 

dz    ,         dz 
dz  z=  — -  dp  -f-  -—  dq  ■ 
dp  dq 

Soient  donc  p^  q  les  valeurs  de  ces  nouvelles  variables 
indépendantes  qui  fixent  la  position  du  point  3R  ,  p  -\-dp^ 
q-\-dq  leurs  valeurs  pour  le  point  Ol?;  rélémeni  li- 
néaire OTLi)l)  sera  exprimé  par 

/  /  dx  ,        (i^  ,  \-       I  dy    ,         fly  ,  Y       1  dz    ,         dz    ,  \ 

=  v'  R  dp'  4-  2  F  dpdq  +  G  d<p  , 
en  posant,  pour  abréger  ; 


\  '"'/'  /       \  'h'  I       \  'h' 

dx  dx        dy  dy        dz  dz 
dp  dq         dp  dq  dp  dq 

L  expression  (i)  sera  donc  Texpression  générale  d'un 
élément  linéaire  sur  une  surface  courbe.  Les  quanti- 
tés dp ,  dq  étant  absolument  indépendantes  Tune  de 
l'autre,  cette  expression  pourra  désigner  un  élément 
linéaiie quelconque  passant  sui' la  surface  courbe  par  le 
point  OK  5  mais  aussitôt  ([u'on  suppose  une  relation  entre 


ces  quanti  U'S ,  cet  élément  appartiendra  à  une  iiijne  courbe 
déterminée  sur  la  surface. 

II. 

Soient,  comme  au  §  I,  311/  un  point  de  la  surface  S, 
M  le  point  correspondant  de  la  surface  2  5  .r,  y ,  z  les 
coordonnées  du  point  0)1  •  x',  y' ^  z'  celles  du  point  M 
rapportées  aux  mômes  axes  ou  à  d'autres  axes  rectangu- 
laires. Par  suite  de  la  loi  qui  régit  la  correspondance  de 
ces  deux  points,  les  quantités  x' ^y\  z'  seront  fonctions 
des  quantités  x,  j",  2,  c'est-à-dire  fonctions  des  variables 
Indépendantes  x,  j.  Ayant  introduit  les  variables  indé- 
pendantes p.  q  (c[ui  pourraient  très-bien  être  les  quanti- 
tés X ^j  elles-mêmes) ,  on  verra  facilement  que  x',  y\  z' 
seront  fonctions  de/;»,  q  aussi  bien  que  x,  j  .,  s.  Les  va- 
leurs ]) ,  q  de  ces  variables  indépendantes  fixeront  donc 
sur  les  deux  surfaces  les  points  correspondants  OÏL ,  M ,  et 
en  passant  de  ces  valeurs  aux  valeurs  p-\-dp ,  q-\-(lq^  on 
passera  de  ces  points  à  deux  points  infiniment  voisins  5Î> 
et  N.  Les  éléments  linéaires  0TL3Ï)  et  MN  seront  dits  élé- 
ments correspondants ,  en  désignant  par  là  deux  éléments 
passant  par  des  points  correspondants.  Les  quantités  infi- 
niment petites  r//?,  /7^  restant  absolument  indépendantes 
l'une  de  l'autre ,  les  points  X  et  N  peuvent  être  des  points 
quelconques  infiniment  voisins  de  OÏL  et  M. 

Soient  maintenant  ds  l'élément OILOL,  c/S  l'élément  MN, 
et  soit 

(3)  ;^='", 

et  supposons  que  cette  équation  ait  lieu  sans  aucune  rela- 
tion entre  dp  et  dq  •,  elle  exprimera  donc  que  deux  élé- 
ments linéaires  correspondants  passant  par  les  points  cor- 
respondants <)1L,  M  ont  toujours  le  même  rapport  entre 
eux,   quelle  que   soil   leur   direction.   Or.   en  désignant 


(    ujG    ) 

par  E  ,  F',  G'  des  quaiititcs  absolument  scinblables  aux 
•  [uanljtés  E,  F,  G,  et  qu  on  obtient  par  les  équations  (a), 
en  substituant  à  .t  ,  /,  z  les  quantités  r'.  y'.  z\  on 
aura 


fis  =  \/E'dfj'-h  0. ¥'  dp  dq  +  G'  d(f- . 
et  Téquation  (3)  donnera 

E' djr H-  ?.  F' dp  dij  +  G' dr/'=  m'[Edp' -^- 1  F  dp  dq  -^  Çi  dq']. 

Pour  que  cette  équation  puisse  subsister  indépendamment 
d'aucune  relation  entre  dp  et  dq^  il  faut  qu  on  ait 

(4)  E'=r//rE,      V'  =  m-Y,      Ç.' —  m^  d . 

Les  équations  (4)  expriment  donc  la  relation  qui  doit 
exister  entre  les  quantités  E,  F,  G,  E',  F',  G',  c'est-à- 
dire  entre  .r,  j,  z,  .r',  y\  z\  pour  que  deux  élémenis 
correspondants  quelconques  passant  par  deux  points  cor- 
respondants aient  entre  eux  le  même  rapport,  quelle  que 
soit  leur  direction. 

Or  je  dis  que  ces  mêmes  équations  (4)  expriment  aussi 
les  conditions  pour  que  deux  couples  d'éléments  linéaires 
correspondants,  01L9C.,  OlVSî;,'  et  MN,  MN',  passant  par 
les  points  correspondants  OIl  et  M,  fassent  entre  eux  le 
même  angle. 

Car,  soient  /?,  q  les  valeurs  des  variables  indépen- 
dantes qui  fixent  la  position  des  points  Ole  et  M;  ^  H-  dp^ 
q  .j^  dq  ces  valeurs  pour  les  points  X  et  N;  p -{- dp\ 
q  -1-  dq'  pour  X'  et  ÎN  '\  on  aura 


\jEdp' 

-+-  lYdpdq  H-  Gc/r/S 

s/Edp' 

'■+  lYdp'dq'  +  Gr/r/"-; 

s/K'dp-- 

'H-  O-V'dpdq  H-  Gdq', 

MIN 

MN'  =  \lE'dp"  +  2  Y'dp'dq'  H-  G'dq'-. 

Soient  a  Tangledes  deux  éléments  Ol^Sbel  DilX'.  a'  celui 
des  éléments  MN  et  MN';  on  a,   en  désignant  les  cooi- 
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(  .58  ) 

ICnfin,  nous  liions  de  là  celte  coiisé(|ucncc ,  que  les 
élémenls  triangulaires  DLOlVDt,',  NMIN'  sont  semblables, 
parce  qu'on  a 

.moî,  :  oiL3t,'  =  MN  :  mn', 

a  =r  a', 

c'est-à-dire  que  les  éléments  des  deux  surfaces  passant  par 
trois  points  infiniment  voisins  et  ayant  une  forme  trian- 
gulaire, sont  semblables,  ce  que  que  nous  avons  supposé 
devoir  être  au  §  I. 

En  susbtituautà  />,  q  d'autres  variables  indépendantes, 
la  même  conclusion  aura   toujours  lieu,  pourMi  qu  on 

ait  -^  =  ni,   indépendamment   d'aucune   lelation  entre 

(IS  '■ 

ces  variables  indépendantes. 

III. 

Je  dis  maintenant  qu'on  pourra  toujours  lrou^er  des 
variables  indépendantes  (p  et  ij> ,  de  telle  sorte  que 
fis  =  \Jh  {d(f'  -h  d'^'^).  Si  Ton  avait  F  ^  o ,  E  =  G,  les 
coordonnées/?,  q  rempliraient  déjà  cette  condition,  et  elles 
seraient  alors  les  coordonnées  eliercliées  ©,  ^.  IMais,  en  gé- 
néral, ce  cas  n'aura  pas  lieu,  et  1  on  trouvera  les  quan- 
tités «p,  tp  de  la  manière  suivante.  jNous  avons  vu,  §  II, 
qu'on  a  (h^  =  Fjdp-  -+-  iFdpdq  -h  Gdq'  ^  or  il  est 
lacile  de  voir  qu'on   a,   en  désignant  par  /  la  quantité 

hffjj'  -f-  2  Vdpdf/  -h  Gr/</' 
=  ~{V. <lj> 4-  F (l<i 4-  / (hi  s/kG^^"' h  E r/y^  +  F <l,i  —  i  vFG— F' ) . 

La    quantité    EG  —  F*   est    toujours    positive,    car   on 
t  rouve 

\(lp  dif        dp  d<i ) 
!  dx  dz         dz  dx  \  -        /  dy  dz        dz   dj  \  • 
'  (f//  (/'/  dft  d<i  1  \  dp  dij         dp   d<i   ' 


(  "-^^y  ) 

i|uaiiiilc'    évidemment   positive.    Supposons    maintenant 
qu'on  ait  Téqualion  différentielle 


(5)  Eu'/?  +  Ydq  -{-  idq  v'EG  —  F-  =  o  ; 

il  y  aura  toujours  un  facteur  p»,  de  telle  sorte  qu'en  mul- 
tipliant le  premier  membre  de  cette  équation  par  ce  fac- 
teur, ce  membre  soit  une  différentielle  exacte  (Moigno, 
Leçons  sur  le  Calcul  intégral,  leçon  XXIII)-,  donc  on 
aura 


.'  [Y^dp  +  Ydq  4-  id(]  v^EG  —  F^)  =  du^  +  id-^ , 

o  et  ^  étant  des  quantités  dépendant  de  p  et  r/,  qu'on 
saura  toujours  déterminer  au  moyen  de  l'équation  (5). 
Donc  on  a 

E  dp  -h  Fdf/  -h  idq  y/ËG  —  F'  =  -  {do  H-  id^\>) , 

et ,  de  même , 


Edp  +  Ydq  —  idq  ^EG  —  F-  =  -  (df  -+■  /r/-|), 

où  ^'  sera  égale  à  p",  si  cette  dernière  quantité  ne  contient 
point  de  ï.  Donc  on  a 


(t3) 


ds- =  —  •  -  (f/y  -f-  i  d^l)  .—  {ddf  —  id-]^) 


=  ^—,  i'^f  +  'i-V')  ==  /'  i'^r  +  ^^V)^ 


E  w 

E  t'v' 

ce  qui  démontre  qu'on  peut  donner  à  ris  la  forme  désignée 
ci-dessus.  On  pourra,  de  même,  supposer 

dS'  =   H(r/<I.-  +  dr'), 

<^I>  et  "¥  étant  des  quantités  trouvées  par  l'intégration  de 
l'équation 

VMp  H-  F'dq  -+-  idq  v/e'G'  —  F'-^  =  0, 

•  7. 


(      Aiii»     ) 

OU  J  une  aulic  iiiunièrc  quelcoiujui'.  l'ii'iious  uiaiiiU-- 
uanl  les  variables  o,  ^  pour  variables  indépendantes;  les 
variables  4>,  H''  devront  en  dépendre  en  tant  que  les  points 
des  deux  surfaces  correspondent  les  uns  aux  autres,  cl 
en  supposant  que  la  relation  rlS^  =  m^ris'  ait  lieu  in- 
dépendamment d'aucune  relation  entre  do  et  <7'^,  les 
théorèmes  du  ^  11  auront  toujours  lieu.  Or  cette  relation 
nous  donnera  Texpiession  de  ^  et  ^  en  (p  et  ^,  de  cette 
manière. 

L'équation  dS^  =  m^ds^  est 

c'est-à-dire ,- en  posant 

m/i        ,  ,  (l<i>    ,         '/*!',,        ,  '/^'   ,         «-/M     ,  . 

H  fi  rf  a -h  a(f  </•]/ 

d'où  il  résulte 


(7) 


d^  d<l>        f/M    dH   __ 
do    db        do    il  h 


La  dernière  de  ces  équations  donne 

rf*  d^ 

ddf  d  ■if 

d^  dif 

et   en  posant,  pour  abréger,  une  de  ces  rracli(»MS  égale 


nf<l)  _      r/M-         r/>I.  _  i  r/M 

d  <))  d'3         dl)  y.  d  -ifi 


(  '>-<3.  ) 

Subsiiluaiil  ci's  valcias  dans  la  prcniièic  éf|aatiou  (7  ),  on 


-I 

(dm 


iromt' 


<"/(»  a  d^         d  ■^  c/(p  /"/cp 

et,  en  lemeilanl  celte  valeur  clans  la  doinièie  des  é(jua 
lions  (7), 

d  <!>  d^         d  4    (/<I>  _  (i^' ^^  "J' 

r/ip    «■/■ij;         r/^    (■/»  d  ■ij  d'ji 

Donc  on  a 

dW  _        d<l>         c/*        rtfM" 

<•/ 1{<  d(f  d  il  ddf 

puis 

//(<!)  +  /¥'!_ ({"V  _,    .  «"^ *  _  _,     .  <•'  {'I'  4-/'  4'  ) 

<•/.!<  r/<p  r/'i»  d'il 

Posant,  pour  abrégci-,  'I^  -h  i^  =  z,  on  a 
dz         _.     .  r/z 
d  -ij  dis 

(•quation  aux  dillérentielles  partielles  dont  rinlégrale  gé- 
nérale est 

(8)  1-  +  /•  M'  =/(<p=p />!>), 

f  étant  une  fonction  arbitraire.  Quant  au  double  signe  rp , 
on  peut  se  servir  de  Tun  ou  de  Tautre.  La  fonction  arbi- 
irairey  étant  déterminée,  l'écpiation  (8)  donnera  les  va- 
leurs de  O  et  ^  en  cp  et  i|/,  en  égalant  dans  les  deux  mer>i- 
bres  les  quanlilés  réelles  et  imaginaires. 
On  lir<>  de  1  équation  (8), 

r/<^  H-  id  M  =  /'  (f  q=  /■»  (f/<f  qr  id-i^] , 
r/-I'  +  id'V  =  f  ('f.  ±  /^}>)  (^/(p  ±;  /V/'i/), 


(     262    ) 
Cl  (le  là 

■7^^r7ry=7i.^-H  =  "''û=^  ^''^'■^^■^  ^'^-'^^ 

d  où 


:9)  '"=  \/"/'(? +  '»/'(? 


J,V 


où  m  exprime  le  rapport  de  d(Hix  éléments  linéaires  pas- 
sant par  des  points  correspondants  fixés  par  les  valcui  s  9 
et  ^  des  variables  indépendantes. 

Ce  qu'on  vient  de  voir  revient  donc  à  ceci  ; 

Supposons  qu'on  ait  introduit  deux  variables  indépen- 
dantes (coordonnées)  servant  à  déterminer  la  position 
d'un  point  quelconque  sur  une  surface  donnée,  de  telle 
sorte  que  chaque  élément  d'une  ligne  courbe  sur  celle 
surface  soit  exprimé  par  la  formule  \/h[f{(f--\-  ri^'j .  ce 
que  nous  avons  démontré  être  toujours  possible^  l'équa- 
tion (8)  servira  à  déterminer  les  coordonnées  indépen- 
dantes ^  et  '¥  d'une  seconde  surface  en  fonction  de  cp  et  '■p , 
de  telle  manière  qu  à  chaque  point  de  la  première  surface 
correspond  un  point  de  la  seconde,  et  que  les  éléments 
triangulaires  des  deux  surfaces  passant  par  trois  points 
correspondants  infiniment  voisins  soient  semblables,  les 
quantités  ^  et  'i'  devant  jouir  de  la  même  propriété,  qu  un 
élément  linéaire  de  la  seconde  surface  puisse  être  exprimé 

parv'iTp^^F+Trrj. 

Une  des  applications  les  plus  importantes  de  celte  théo- 
rie est  l'application  aux  calculs  de  la  haute  géodésie  ; 
mais  nous  n'en  parlerons  pas  ici,  et  nous  n'indiquerons 
que  rnjildenient  l'appliration  nii  lra<'é  des  caries  g<  ogra- 
phicpws. 


(  ^6-^  ) 

IV. 

Supposons  que  lune  des  deux  surfaces  dont  il  a  été 
question  dans  ce  qui  précède  soit  un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion, et  l'autre  un  plan.  Supposons,  en  outre,  que  l'ellip- 
soïde ait  été  engendré  par  la  rotation  d'une  ellipse  auloni 
de  son  petit  axe  2/*,  et  soit  ia  son  grand  axe.  Supposons 
enfin  les  points  de  cet  ellipsoïde  rapportés  à  trois  axes  rec- 
tangulaires, dont  l'origine  soit  au  centre  de  l'ellipsoïde  et 
dont  l'axe  des  z  soit  celui  de  rotation  \  l'équation  de  l'ellip- 
soïde sera 

.r'  -4- j2        ^2 

■—^'^¥='- 

Soient  maintenant  X  la  longitude,  jS  la  latitude  du  point 
(x,  j",  z)  [*]i  en  supposant  que  l'ellipsoïde  en  question 
soit  la  surface  mathématique  de  la  terre-,  on  trouvera 
facilement  qu'on  a 

a  ces  A  cos  p  a  sin  )>  ces  p 

yi — c'sin'P  y/i  —  t^'sin'p 

n  {i — 6"-)sin[!i  «' — 6' 

V'! — e-sin^P  '^' 

de  sorte  qu'on  peut  regarder  X  et  |6  comme  les  coordon- 
nées indépendantes  [p  5/7  au  §  I). 
On  tire  de  ces  équations  , 


dx 

—  a  sin  >,  cos  B 

dy        n  cos  X  cos  p       dz 

X 
dx 

V I  —  er  sin-  [i 

—  a  cos  \  cos  [i  (  I  —  c-  ) 

d\       y/i  — t-sin=p      ^f^ 
dy        —  a  sin  A  sin  p  (  I  —  c^) 

d^ 

y/(i  —  r-sin-  [i)' 

dz         (i  cos 

'/f^       ^[ï^ 

•  (■'-  sin- p)' 

('  )  La  loiniilude  l'st  l'angle  cjuc  la  courbe  méridienne,  c'est-ii-ilire  la 
demi-ellipse  j>assant  i>ar  le  point  (  r-,  .r,  z  )  et  dont  le  plan  passe  par  Taxe  de 


'26i 


rlclcla(^l), 


"  1  —  c' sin' fS  '         ~*^'         ■"  (I  — t-'sin'p)^ 
L'équation  diirérentielle  (5)  est,  dans  ce  cas, 
a-  COS-'  S  rt'  (  I  —  £'-'  )  cos  K  ,, 


I  —  f'  sin-  fi  (  I  —  e-  sin^  ji  ) 

donc 

, I  —  c- sin' ^  I     rt-cos^ft 


rt^  cos-  ft  E n'        1  —  e' sin'  ^ 

et ,  en  multipliant  par  u, 


(D.-h 


i—  t'-sin'^  p)  cos  B 

dp 


l-hi{v-e^)    f- 


=   <!/   H-   /  -il  . 


sin' p)  cos  6 
d'où  il  résulte 

^         '      -^       ^  ^  J  (i  — (?-'sin-p)cosp 

Pour  trouver  cette  intégrale,  nous  ferons  sin  |3  =;  jt- ,  et 
nous  aurons 

r         dp r cosjSr/^ 

J  (  I  —  f  -  sin'  p)  cos  fi  ~  J  (  I  —  6'-  sin-  p  )  (  I  —  sin-  (i 


dx 


(i  —  ^-jc')  (i  —  .r-' 

Ix  dx  dx  dx 

f- 


i-i-x        1  —  X  I  —  t'.r  I  +  f.c  /  2  (  1  —  t 


—  __!__/    r  '"t~^'"P     /  I  — rsin  j3\      I 
2(1  —  e-)    'Li — sin  fJ     \H-6'sinp/    J 

=^'["'"^  (^^°^^^)  •  (^ï^OM^ 

rotation,  fait  avec  une  courbe  méridienne  déterminée,  prise  pour  première 
méridienne;  elle  est  comptée  de  o  à  36o  degrés,  et  sur  la  terre,  de  l'ouest 
à  l'est.  La  latitude,  c'est  l'angle  que  la  normale  à  l'ellipsoïde  dans  le 
point  (x,  y,  z)  fait  avec  le  plan  des  xy  (l'équatcur);  elle  est  comptée  sur 
la  tcjr.» .  du  aOlQ  sud  au  pôle  no.  '    •^'^  — <-"^  •'<  -»- ""  H.>"ros. 


(  u6:) 

donc  eijfiji , 


(.o,  ,=,.,  ,=,{;.„„,(45^.:,).(i^)"]. 

Quant  aux  poinis  du  plan ,  nous  les  rapporterons  à  deux 
axes  rectangulaiies  des  x  et  )  ,  et  nous  aurons  pour  l'élé- 
ment linéaire  \Jdx-  4-  dj- ,  faisons  H  =  i ,  4>  =  a; ,  ^  =j  ; 
donc  l'équation  (8)  sera 


;■■) 


,.-^,.  =  /|.^.[.a„,(45.-.l,).(i^)']j 

équation  qui  déterminera  les  valeurs  de  x  et  ^  par  celles 
de  A  et  j3 ,  c'est-à-dire  qui  donnera  le  point  (.r,  y)  du  plan 
qui  correspond  au  point  dont  la  longitude  est  A  et  la  lati- 
tude (3  sur  rellipsoïde.  Quant  à  m^  on  trouve 


s/\  —  e-  sin-  B 

\  ^- ^• 

\  a  cos  p 

En  déterminantconvenablement  la  fonction  arbitraireyi 
on  trouvera  les  diverses  méthodes  employées  pour  le  tracé 
des  cartes  géographiques,  et  l'on  verra  facilement  qu'en 
déterminant  ce  tracé  par  cette  équation,  on  satisfera  à  la 
condition  la  plus  naturelle  que  la  carte  devra  remplir, 
c'est-à-dire  que  les  éléments  de  la  carte  soient  semblables 
aux  éléments  qu'ils  doivent  représenter. 


966 


l\)iir  ne  pas  (  omj)li([ui't  les  calculs,  nous  supposerons 
la  tciic  sphcricjuc  do  raj'on  a  ;  alors  nous  aurons  c  =  o ,  et 
1  équation  (i  i)  sera 

(n')  '•^-/jr=/Udi//.  tang(45"-  ^  [i  j 

V.   . 

So\l  f  [x)  =:  Jxx ,  À  étant  une  constante;  on  aura  par 
les  équations  (ii')  et  (12), 

jr  =  />,     j=r±:/ /   tani,' (45°  — -  S),      m  = 

\  2  '  /  rt  cos  H 

Nous  choisirons  1(î  signe  inférieur,  et  nous  aurons 

A 


.r  =/?•>,      7  = //.  cotang  (45°— -p): 


«  cos  [i 

11  suit  de  là  que,  tant  que  /  est  constant,  x\e  sera  aussi, 
et  que  y  sera  constant  en  même  temps  que  (3-,  donc  la 
carte  sera  telle,  que  les  méridiens  sont  représentés  par 
des  lignes  droites  parallèles  à  l'axe  des  ■> ,  et  les  cercles  de 
même  latitude  (parallèles  à  Téquateur)  par  des  droites 
parallèles  à  1  axe  des  .i'.  L'origine  des  x,  y  représente  le 
point  dont  la  longitude  et  la  latitude  sont  zéro.  L'axe 
des  X  (j  =0)  représente  l'équateur,  l'axe  desy  (j:  =  o)  le 
premier  méridien.  Quant  à  la  valeur  de  vi ,  elle  est  k  pour 
les  points  sur  l'équateur  (jS  =  o) ,  et  elle  devient  d'autant 
plus  grande  que  [3  se  rapproche  de  ±90'%  c'est-à-dire  dès 
qu'on  le  rapproche  des  pôles.  Une  telle  carte  ne  peut  donc 
jamais  contenir  les  pôles. 

On  aura  déjà  remarqué  (piune  carte  telle  que  nous 
venons  de  la  décrire  est  une  carte  maritime  exécutée  d'a- 
près iMercator. 

Soity  (x)  =/v<;'%  k  étant  uue  constante:,  on  trouvera 
A-  cos  À  cos  ?j  /  sin  l  cos  6  / 

i+sinp  i-l-suip  fi([   +-sin[i) 

«•n  ne  retenant  (jue  le  >\iinc  inférieur. 


(   -^'^7  ) 
Il  siiil  (k-  là 

y  =r  X  tang  A,      -v-  ■+-  Y'  =  k-  tang"  (  45"  —  -\  •> 

c'esl-à-dire  que  les  méridiens  sont  représentés  par  des 
lignes  droites  passant  par  l'origine  des  coordonnées,  les 
parallèles  sont  représentés  par  des  cercles  dont  le  centre 
est  à  l'origine  des  coordonnées;  A  est  le  rayon  du  cercle 
représentant  l'équateur  ((3zz=o);  l'origine  des  coordon- 
nées représente  le  pôle  nord  (X  quelconque,  |3  =90"). 
L'axe  positif  des  x  (j^  =  0)  représente  le  premier  méri- 
dien, l'axe  des  j'  celui  de  90  degrés.  La  valeur  de  m  va- 
rie de  -  à  —  ;  donc ,  la  défiguration  ne  sera  point  très- 
a      12.(1  7  o  r 

grande.  On  sait  que  cette  espèce  de   carte  est  une  de 
celles  par  lesquelles  on  représente  les  hémisphères  (pro- 
jection   stéréographique ,   l'hémisphère  boréal  étant  vu 
du  pôle  austral). 
Faisons  enfin 

'   c"^'  -f-  1 
et  retenons  le  signe  inférieur;  nous  aurons 
/  sin  \  cos  j5  /•  sin  [î 


I  -h  cos  X  cos  (3       '  I  H-  cos  \  cos  p 


n[i-\-  cos \  cos  fi ) 
et,  par  suite, 

•r'  -f-  y-  -\-  2  lix  cotang  X  =  /-, 

ik  ^       , 

.r'  +  j= ^_  j  =  —  k\ 

sm  p 

Donc  les   méridiens  seront   représentés  par  des  cercles 

de  rayon  variable  —. — r  ^  dont  les  coordonnées  du  centrr 
sin  /, 

sont    — Acolang  ?  ,   o;  Ifs  parallèles  seront   rcpri'-senU's 


(  -'(^^  ) 

nusbi  [)ar  des  tciclcs  dr  rayon  \ariaijlc  A  ctuaiii;  ;:,  et  dont 

It'S  coordoMiK'cs  du  ri'nliu  soiil  o.  — — -• 

sin  p 

L'origine  des   eoordonnées  est  le  point  6  =z  o,  À  =  o  : 

I  axe  des  x  1  équateur   ( j=  o ,   6  =  0),  l'axe  des  j    li* 

[)remier  méridien   {x=o,   /  =  o).   Quant   à   la   valeur 

de  /// ,  elle  varie  de-  à  — •  On  sait  nue   celle  espèce  de 
a       -2  a  '  ' 

carte  est  employée  pour  les  mappemondes  (  projection 
stéréographique,  riiémisphère  étant  vu  d'un  point  de 
l'équateur). 

Comme  il  s  agissait  seulemeni  d  intliquer  l'application 
des  principes  exposés  aux  §§  I  et  111 ,  nous  n'ajouteions 
rien  à  ce  qui  précède,  et  nous  ferons  remarquer  seule- 
ment que  ces  principes  reçoi\enl  leur  application  dans 
la  théorie  des  calculs  de  haute  géodésie,  et  que  M.  Gauss 
en  a  exposé  les  éléments  dans  ses  recherches  inti- 
tulées :  Untcrsiic/iungrn  iiber  Cro.gcnslanHc  dvr  holicru 
Ocodœsic, 


(iEOMETUlE  DESCRIPTIVE.  —  E\E(;iTIO!\  DES  EPIRES 

I'"xlr;iil  (l'une  Lettre  :i  M.  'l'erqnem  '  ; 
Par  m.  BARDIN. 


Depuis  ([uelquc  temps,  mon  clier  t(>llèguc,  j'ai  de 
nombreux  rapports  avec  des  candidats  aux  prochains  con- 
cours. Je  trouve  ces  jeunes  gens  généralement  bien  pré- 
parés sur  les  méthodes  générales  ;  mais  pour  ce  qui  regarde 
rexéculion  des  épures,  ils  sont  sans  industrie  graphique. 
Aussi  le  plus  petit  incident  les  embarrasse-t-il.  Or  celle 
induslri»'  leur  est  nécessaire  aujourd'hui  que,  renonçani 
à  reproduire  les  épures  gravées  des  auteurs,  ils  se  livreni 


(  ^^^y  ) 

à  1  imprévu  dos  solutions  entreprises  sui  des  données 
choisies  par  eux,  et  pas  toujours  heureusement  choisies; 
donc  je  crois  faire  une  chose  utile  en  vous  comminiiquant 
quelques-uns  de  ces  petits  moyens  qui  me  paraissent 
ignorés. 

Dans  le  choix  des  données  et  dans  leurs  constructions , 
les  élèves  font  un  usage  exclusif  de  la  représentation  des 
plans  parleurs  traces.  Quoi  de  plus  incommode,  cepen- 
dant, que  ces  lignes  qui  tombent  presque  toujours  en 
dehors  du  cadre  de  leurs  épures  ,  et  qui  allongent  les  opé- 
rations !  Dès  1826,  aux  leçons  des  cours  industriels  de 
Metz,  je  remplaçais  les  traces  par  deux  droites  se  coupant 
et  respeclivemenl  parallèles  aux  traces;  de  sorte  qu'un 
planétaitdonnéparrangle(HAV— H'A'V'),(AH— A'H') 
étant  une  parallèle  au  plan  horizontal ,  (  AV  — A'V  ')  une 
parallèle  au  plan  vertical,  et  (A — A')  leur  point  de  rencon- 
tre. Ces  deuxlignes  remarquables,  qui  représentent  si  bien 
le  plan,  je  les  nommais  Y  h  o  riligne  ei\a.  vertiliguei*)  du 
point  A  de  ce  plan,  croyant  avoir  satisfait  aux  lois  de  l'eu- 
phonie et  de  l'étymologie.  Si  ces  deux  noms  vous  paraissent 
bien  constitués  et  viables,  aidez-les  à  faire  leur  chemin  dans 
l'enseignement,  où  ils  éviteraient  la  redite  fastidieuse  de 
ces  deux  longues  désignations  :  la  parallèle  au  plan  hori- 
zontal el  la  parallèle  au  plan  iwrlical  (**).  Rien  de  plus 
facile,  d'ailleurs,  que  de  passer  de  la  représentation  par 
les  traces  à  tout  autre  mode  de  l'eprésentation,  soit  par 

(")  Dans  le  système  des  projections  rectangulaires,  il  passe  partout 
point  A  d'un  plan  quatre  droites  remarquables  :  une  parallèle  au  plan 
horizontal  et  une  parallèle  au  plan  vertical ,  qui  définissent  ensemble  le 
plan  donné,  un  des  plans  en  nombre  infini  qu'on  peut  imaginer  par  le 
point  A;  une  droite  de  plus  grande  inclinaison  sur  le  plan  horizontal  et  une 
droite  de  plus  grande  inclinaison  sur  le  plan  vertical,  dont  une  seule  suffit 
pour  définir  le  même  plan. 

{''*)  Accepteriez-vous  le  nom  de  diaplane  que  je  donnais  à  la  droite 
d'intersection  de  dcur  plans  '  Vous  aimez  (leii  les  ni'ologues  ,  je  le  sais. 


un  Iriauylc  du  par  toute  autre  ligure  plaue ,  soit  pai  l'Iio- 
rilignc  et  la  veriiliguc,  soit  par  une  trace  et  une  incli- 
naison, soit  par  la  droite  de  plus  grande  inclinaison  sur 
l'un  des  plans  de  projection,  etc. 

Revenant  aux  traces ,  je  m'étonne  de  ne  pas  trouver  les 
élèves  plus  exercés  à  déplacer  les  plans  de  projection,  par 
exemple  à  relever  le  plan  horizontal  et  à  rapprocher  le 
plan  vertical ,  comme  le  besoin  s'en  fait  fréquemment 
sentir,  notamment  pour  ramener  dans  le  cadre  des  épures 
les  constructions  qui  s'en  échappent  j  et  à  faire  des  pro- 
jections auxiliaires,  qui  donnent  de  si  élégantes  simpli- 
iications,  ou  tout  au  moins  des  vérifications  promptes  à 
réaliser.  L'énoncé  suivant,  dans  lequel  se  résume  presque- 
tout  le  chapitre  de  la  ligne  droite  et  du  plan,  en  ollre  un 
exemple  :  «  Construire  les  projections  d'une  pyramide 
tronquée  dont  la  position  et  les  dimensions  sont  détermi- 
nées, et  eu  calculer  le  volume.  » 

Après  avoir  construit  les  projections  d'un  polygone  égal 
en  vraie  grandeur  à  la  Lase  de  la  pyramide;  après  avoir 
élevé  au  plan  de  ce  polygone  une  perpendiculaire  égale  à 
la  vraie  hauteur  de  la  pyramide ,  et  en  avoir  déduit  immé- 
dialement  les  projections  de  ce  corps,  il  faut  tronquer  ce 
même  corps  par  un  plan  donné  de  position-,  le  tronquer, 
je  suppose,  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'une  des  arêtes 
latérales,  et  distant  du  sommet  d'un  certain  nombre  dt; 
centimètres,  plus  ou  moins,  selon  la  grandeur  de  la  pyra- 
niide.  C'est  celle  dernière  opération  qu'on  simplifie  beau- 
coup en  ayant  recours  à  une  troisième  projection  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  une  horiligne  du  plan  de  tronque- 
mcîit ,  ou ,  si  la  place  manque  pour  le  rabattement  de  cette 
projection ,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  une  verliligne  5 
projections  dans  chacune  desquelles  la  face  de  troncature 
se  réduit  évidenimenl  à  une  droite,  particularité  d'où  naîl 
précisément  la  simplification  énoncée  .  (pii  est  de  plus  un 


(  '^l^  ) 

procédé  général.  On  le  trouve  recommandé  dans  la  section 
plane  d'un  cylindre. 

Qu'on  substitue  à  la  pyramide  un  prisme,  et  la  série 
des  opérations  précédentes  reste;  le  résultat  est  un  prisme 
(rontpié. 

Il  est  un  autre  procédé  de  tronquement  aussi  facile  à 
exécuter,  en  quelque  sorte,  qu'à  concevoir.  Soit  à  tron- 
quer une  pyramide  quadranj^ulaire  S.ABCD  dont  les 
projections  font  connaître  les  deux  plans  diagonaux  ASC, 
lîSD,  et  leur  droite  d'intersection  SO  :  trois  points  <7,  h^  c 
étant  pris  à  volonté  sur  les  trois  arêtes  SA,  SB,  SC,  on 
en  déduit  immédiatement  :  i"  une  diagonale  acde  la  face 
cherchée  et  sa  rencontre  o  avec  SO;  2"  la  seconde  diago- 
nale bo  qui  coupe  la  quatrième  arête  SD  au  point  d  où 
cette  arête  va  rencontrer  le  plan  des  trois  points  a,  b,  c, 
cl  achever  le  tronquement.  Si  la  pyramide  donnée  était 
peniagonale-,  on  la  décomposerait  en  deux  autres,  l'une 
(piadrangulairc  et  l'autre  triangulaire,  etc.  Ce  procédé, 
qui  s'applique  aux  prismes  comme  aux  pyramides,  et, 
par  suite,  aux  cônes  et  aux  cylindres,  fournit  le  moyen 
de  construiie  avec  une  extrême  promptitude  les  projec- 
tions d'un  polyèdre  quelconque,  en  partant  d'un  prisme 
ou  d'une  pyramide,  et  de  se  donner  dans  l'espace  une 
section  conique,  en  l'appuyant  sur  la  surface  d'un  cône 
droit  ou  oblique. 

De  peur  de  m'étendre  trop,  j'en  resterai  là  d'un  sujet 
auquel  j'ai  à  peine  louché,  et  je  donnerai  l'énoncé  de 
<;c  que  l'on  pourrait  appeler  une  épure  générale;  épure 
(|ui  doit  être  faite  par  plusieurs  élèves  traitant  en  commun 
une  même  question  générale.  Reprenant  l'énoncé  précé- 
dent ,  pour  assujettir  le  polygone  de  la  base  à  la  condition 
d'occuper  sur  le  plan  donné  une  position  telle,  que  l'un 
de  ses  côtés  fasse  un  angle  déteiniiné  avec  le  plan  hori- 


(  •-'-7^  ) 
/.onlal  clc  inojt'ciion  ,  tl  supposant  c'(»iisii  uik'^  les  piojer- 
tions  dv  la  pyramide,  je  demande  : 

i".  Oc  développer  la  surface  du  solide  polyédral ,  et,  à 
i  aide  du  développement  convenablement  découpé  et  plié . 
d'exécuter  en  relief  ce  solide.  —  On  s'assure,  par  cette 
facile  stéréotomie  en  papier,  que  le  corps  obtenu  est  exact, 
c  est-à-dire  que  sa  surface  se  ferme  soiîs  le  nombre  déter- 
miné de  ses  faces. 

s>.'\  De  construire,  en  se  servant  du  développement. 
1  angle  qui  mesure  l'inclinaison  de  deux  faces  contiguës. 
—  On  a  alors  les  données  nécessaires  pour  expliquer  com- 
ment ce  corps  peut  être  exécuté ,  non  plus  par  sa  surface, 
mais  en  une  matière  solide,  et  pour  faire  comprendre  en 
peu  de  mots  le  triple  objet  de  la  géométrie  descriptive,  qui 
est  de  concevoir  par  la  pensée  une  forme  définie,  de  la 
représenter  à  l'aide  des  procédés  du  dessin  des  projec- 
tions, et  de  l'exécuter  en  relief.  Les  élèves,  s  ils  étaient 
convaincus  de  bonne  heure  de  l'utilité  et  même  de  l'im- 
portance du  dessin  des  projections,  se  livreraient  avec 
plus  d  intérêt  aux  exercices  de  cet  art. 

3*^.  De  mesurer  la  plus  eoui  te  distance  qui  sépare  deux 
arêtes  non  situées  dans  un  même  plan. 

4".  De  faire  subir  au  solide  pyramidal  quelques  mou- 
vements géométriques  simples,  par  exemple  un  mouve- 
ment de  transport  parallèle,  ou  bien  un  mouvement  de 
rotation  autour  d'un  axe  horizontal,  vertical  ou  quel- 
4-onque,  etc. 

5".  De  supposer  le  corps  éclairé  par  des  rayons  paral- 
lèles ou  par  un  centre  lumineux  rayonnant,  et  de  déter- 
miner géoniélriquemcnt  les  parties  de  la  surface  et  des 
plans  de  projection  qui  sont  privées  de  lumière. 

6"'.  De  déduire  du  plan  et  de  l'élévation  du  corps  ainsi 
éelain'',  une  pro|ection  eoncouranl<'  ou  peispective  dont 


(  ^73  ) 
le  plan  de  projection  et  le  point  de  concours  sont  don- 
nés, etc. 

On  pourrait  demander  que  la  pyramide  fût  appuyée 
sous  le  plan  donné  au  lieu  de  l'être  au-dessus,  ou  bien 
encore  qu'elle  fut  creusée  dans  le  plan,  comme  elle  le 
serait  sur  une  des  faces  d'un  solide  polyédral.  Toutes  les 
opérations  resteraient  les  mêmes  ;  le  résultat  seul  se  pré- 
senterait différemment.  Ce  qui  précède  suffit  pour  mon- 
trer quelle  variété  sans  bornes,  pour  ainsi  dire,  on  ren- 
contre dans  les  questions  qui  fournissent  des  sujets  aux 
épures  de  la  géométrie  descriptive. 

Les  sections  planes  du  cône  du  second  ordre,  qu'on 
peut  réunir  sur  une  même  feuille,  sans  confusion  dans 
le  résultat  et  sans  complication  dans  le  travail  graphique, 
offrent  l'exemple  d'une  épure  générale  facile  à  faire  par 
un  même  élève.  Il  en  existe  beaucoup  d'autres. 

Note.  Les  principes  de  la  stéréotomie  des  polyèdres  sont  très-claire- 
ment exposés  dans  les  Leçons  nouvelles  de  Géométrie  descriptive  que  vient 
de  publier  M.  le  professeur  A.  Amiot.  Cet  ouvrage  est  rédigé  dans  le 
même  esprit  que  la  Géométrie  du  même  auteur,  dans  un  très-bon  esprit. 
Des  changements  opportuns  dans  les  plans  de  projection  sont  indiqués 
avec  soin;  ces  changements  sont  la  base  des  épures  de  la  charpente;  on  y 
rencontre  aussi  ce  qu'il  est  nécessaire  de  savoir  sur  les  contacts  et  les  in- 
tersections des  surfaces  pour  exécuter  avec  intelligence  les  épures  de  la 
coupe  des  pierres.  La  marche  est  didactique  et  les  raisonnements  visent 
à  la  rigueur.  C'est  le  cachet  des  professeurs  universitaires.  Puissent-ils  le 
conserver!  Odi  profanum  vulgus  et  arceo,  telle  doit  être  la  devise  de  l'Uni- 
versité. Il  sagit  de  repousser  la  vulgarité  des  idées,  les  quasi-raisonne- 
ments, qui  énervent  et  faussent  la  raison.  La  logique  utilitaire  est  aussi 
funeste,  dans  l'enseignement  classique,  que  la  morale  utilitaire  dans 
l'éducation  publique  et  privée.  Ce  n'est  ni  cette  logique  ni  cette  morale 
que  professe  le  vertueux  recteur  de  l'ancienne  Université,  dans  son  Traité 
des  Etudes. 


Ànn.   de  Maihéinat.,  t.  \î.  (Juillet  iSHi.) 
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'Ti)ir  I    XI.  p    115;  , 

Far  m.  i'abbé  L.  CLAUDE, 
l)i'  la  maison  ecclésiastique  de  Vais  (llaxile-Iniii- ^ 


Soient,  dans  un  même  plan. 

A,  B,  C,  trois  points  situés  sur  la  droite  X  ; 
A',  B',  C,  trois  points  situés  sur  la  droite  X'; 
A",  B",   C",     trois  points  situés  sur  la  droite  X". 

Formons  un  système  de  neuf  droites, 
A'  A",    B'  B",     C  C", 
A"  A,      B"B,      C"C, 
A  A',        BB',        ce, 

où  AA' est  la  droite  qui  passe  par  les  points  A  et  A',  et 
ainsi  des  autres. 

Formons  encore  un  système  de  neuf  points, 

B'  B" .  C  C",     C  C" .  A'  A",     A'  A  " . B'  B  ", 
B'B.C'C,        C'C.A'A,        A'A.B'B, 
BB'.CC,  CC'.AA',  AA'.BB', 

où  B' 13".  ce  est  le  point  d'intersection  des  droites  B'B" 
et  ce,  etc. 

Si  les  points  de  Tune  quelconque  des  colonnes  verti- 
cales sont  en  ligne  droite,  les  points  des  deux  autres» 
lignes  verticales  sont  aussi  en  ligne  droite^  les  trois 
droites  se  rencontrent  en  un  même  point  (*),  et  les  trois 
droites  X ,  X',  X"  se  rencontrent  aussi  en  un  même  point. 
La  réciproque  a  lieu. 

(•)  Ou  sonl  parallèles  entre  elles.  Cette  addition  doit  être  faite  partout 
où  il  est  sujet  de  la  convergence  de  trois  droites  en  un  même  point.  {Voir 
\e  ccrollaire  du  lemme  i.' 


(  27^  ) 
Soient,  dans  un  même  plan, 

A,  B,  C,  trois  droites  concourant  au  point  X; 
A',  B',  C,  trois  droites  concourant  au  point  X'; 
A",  B",  C",     trois  droites  concourant  au  pointX". 

Formons  un  système  de  neuf  points  (tableau  i),  où 
A'  A"  est  maintenant  le  point  d'intersection  des  droites 
A'  et  A",  et  ainsi  des  autres. 

Formons  encore  un  système  de  neuf  droites  (tableau  2), 
où  IVB'',  C'C"  est  maintenant  la  droite  qui  passe  par  les 
points  B'B"  et  CC",  etc.  Si  les  droites  de  Tune  quelconque 
des  colonnes  verticales  concourent  en  un  même  point,  il 
en  sera  de  même  des  droites  des  deux  autres  colonnes 
verticales;  les  trois  points  de  concours  sont  sur  une 
même  droite,  et  les  trois  points  X,  X',  X"  sont  aussi  sur 
une  même  droite.  La  réciproque  a  lieu. 

Donner  une  démonstration  géométrique  sans  figure, 
ou  une  démonstration  algébrique  sans  calculs.  (Ca\'ley.)   i^ 

1 .  Leinine.  Deux  triangles  quelconques  étant  tellement 
disposés  sur  un  plan ,  que  leurs  sommets  respectifs  s'ap- 
puient, deux  à  deux,  sur  trois  droites  convergeant  en  un 
même  point ,  les  côtés  opposés  aux  sommets  qui  se  corres- 
pondent iront  concourir,  dans  le  même  ordre,  en  trois 
points  situés  en  ligne  droite.  (Pokcelet,  Propr.  project.^ 
sect.  Il,  cliap.  I.) 

i2.  Corollaire.  Si  les  trois  droites,  au  lieu  de  converger 
en  un  même  point,  sont  parallèles  entre  elles,  la  même 
propriété  a  lieu.  Cette  proposition  est  manifeste  par  la 
considéi^ation  des  limites. 

3.  Letnnie.  Réciproquement,  si  ces  côtés  concourent , 
ucnx  à  deux,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite,  les 
droites  qui  joignent  dans  le  même  ordre  les  sommets  cor- 
respondants des  triangles  iront  converger  en  un  même 
point  (ou  seront  parallèles).  (Poncelet,  id.) 

18.. 
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A.  TiiÉOKÙME  1.  Dcnionstrntion.  Supposons  \cs  poiiiis 
lie  la  première  ligne  verlieaU-  en  ligne  droite;  ees  trois 
points  sont  les  sommets  de  trois  triangles  dont  les  autres 
sommets  respectifs  B  »'t  C,  \V  et  C,  IV  et  C"  s'appuient 
sur  les  trois  droites  X,  X',  X".  Done  (len\ine  3)  ees  trois 
droites  sont  parallèles  ou  convergent  en  un  même  point. 
Les  deux  triangles  AA'A",  CC'C"  ayant  leurs  sommets 
respectifs  sur  les  trois  droites  X  ,  X',  X"  parallèles  ou 
convergeant  en  un  même  point,  les  côtés  opposés  aux 
sommets  correspondants  iront  concourir  dans  le  même 
ordreen  trois  points  situés  en  ligne  droite  (lemme  \  ou2)  ; 
donc  les  trois  points  de  la  seconde  ligne  verticale  sont  en 
ligne  droite.  Il  en  est  de  même  de  ceuK  de  la  troisième, 
puisque  les  triangles  AA'A",  HIVB"  ont  leurs  sommets  sur 
les  mêmes  droites  X  ,  X',  X". 

Désignons  par  D,  D  ,  D"  les  trois  droites  que  nous  ve- 
nons de  former,  et  considérons  deux  des  trois  triangles 
dont  les  sommets  s'appuient,  deux  à  deux,  sur  ces  troi.s 
droites ,  par  exemple  les  deux  triangles 

(B'B'.C'C",   C'C'.A'A",   A'A".R'r> 
et 

(B"B.C"C,      C'C.A'A,      A'A.B'B), 

dont  les  sommets  respectifs  sont  les  points  des  deux  pre- 
mières lignes  horizontales  (tableau  2).  Leuis  côtés  con- 
courent, deux  à  deux,  aux  trois  points  A",  13",  C",  situés 
sur  la  droite  X".  Donc  (lerame  3)  les  droites  D ,  D',  D 
convergent  en  uu  même  point  ou  sont  toutes  trois  paral- 
lèles, 

6.  Réciproque.  Si  les  trois  droites  X,  X',  X"  sont  pa- 
rallèles ou  concourent  en  un  même  point,  les  points  de 
Tune  quelconque  des  colonnes  verticales  sont  en  ligne 
droite,  et  ces  trois  droites  sont  parallèles  ou  se  rencon- 
trent en  un  même  point. 
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Celte  réciproque  a  (léjà  été  déjiionliée  ,  [>uis(|ue  c'est 
sur  elle  que  nous  nous  sommes  appuyé  pour  démontrer 
que  les  points  des  deux  dernières  colonnes  verticales 
étaient  respectivement  en  ligne  droite. 

6.  TuÉouiiME  II.  Ce  théorème  n  étant  que  le  corrélatif 
du  précédent ,  s'en  déduit  immédiatement  d'après  la  théo- 
rie de  la  conélalion  des  figures;  nous  allons  toutefois  en 
donner  la  démonstration  directe. 

Démonstration.  Supposons  que  les  droites  de  la  pre- 
mière colonne  verticale  soient  parallèles  ou  convergent 
vers  un  point  P^  les  sommets  des  deux  triangles 

(B'B",  B"B,  BB) 
et 

(C'C",    C'C,    CC) 

s  appuient  sur  ces  trois  droites,  donc  (lenime  I  ou  i2)  les 
points  de  concours  X,  X',  X"  des  côtés  respectifs  sont  en 
ligne  droite.  Les  côtés  des  deux  triangles 

(C'C",   C"C,    CC) 
et 

(A'A",    A"A,    AA') 

concourent,  deux  à  deux,  en  ces  points 5  par  conséquejit 
(lemme  3) ,  les  droites  de  la  seconde  colonne  verticale 
concourent  en  un  même  j)oint  P'  ou  sont  parallèles  j  il  en 
est  de  même  des  droites  de  la  troisième  colonne  verticale. 
Supposons  que  ces  trois  systèmes  se  composent  dv 
droites  non  parallèles  entre  elles,  mais  concourant  res- 
pectivement aux  points  P,  P',  P".  Les  deux  triangles  ayant 
pour  côtés  respectifs  les  droites  des  deux  premières  lignes 
hori/ontales  (tableau  2)  ont  leurs  sommets  s'appuyant 
iUinx  à  deux  sur  les  trois  droites  A",  IV',  C"  qui  èoiicoureut 
en  X".  Donc  (lemme  i)  les  trois  points  P,  P',  P",  où 
vont  «'oncouiir  les  côtés  correspondants,  sont  en  ligne 
droite 


(  ^78  ) 

7.  Récij)ro(fuc.  Si  les  trois  points  X.  X',  X"  sont  en 
ligne  droite,  les  droites  de  Tune  quelconque  des  lignes 
verticales  sont  parallèles  entre  elles  ou  concourent  en  un 
même  point,  et  dans  ce  dernier  cas.  les  trois  points  de 
concours  sont  en  ligne  droite. 

Cette  réciproque  a  déjà  été  démontrée. 


QUESTION  248  (Goldbach); 

Par  m.    Ph.   BÉDOS, 

Élève  en  mathonialiqucs  supérieures,  maison  de  l'Assuniptioii  à  >'inies. 


^niii  —  tn  —  I  ne  peut  être  un  carré  (sous-entendu  m 
et  n  étant  des  nombres  entiers). 

Démonstration.  Soit  ^nui  —  /;*  —  i  =  cr .  Si  je  dimi- 
nue /n  et  /z  de  m!'  et  n" ^  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion diminuera  de  4  rnn" -[-  ^nm" —  4  '""«" —  m'\  et  pour 
qu'après  cette  diminution  l'expression  devienne  [a  —  i)-, 
il  faut  que 

ù^mn"  -f-  ^nm"  —  4'"""   —  "'    =  2(^?  —  i  . 
De  cette  équation  je  tire 

„     (4'"«  —  0'""  —  2<7  4- 1 
4  rt  = j, ' 

^  m    —  m 

4  '""  —  "'  —  ^-  "  "^  ' 

4«"  =  4"  ~  '  -I T' ■- 

m    —  ni 
et,  en  posant 


/'  =  4  '"^'  —  ?.  <7  H-  1  , 


on  a 


On  a  donc  pour  77i"et  7i"  des  valeurs  entières;  d'où  il  suit 
que  si  o}  est  un  carré  contenu  dans  la  formule  doniuM\ 


(  ^79  ) 
(a —  1  )*   y   sera   aussi  tonlenu.   On  arrivera  ainsi  aux 
premiers  carres  4  et  i.  En  posant  ■ 

4  mn  ■ —  m  —  i  =  i , 


on  a 


4«  —  1 
équation  résolue  en  nombres  entiers  en  faisant 

«  r=  O  ,       W  =  —  2  . 

Mais  si  je  pose 

4  inn  —  m  —  !  =  4  ? 
d  où 

5 


4  «  —  I 

cette  équation  ne  peut  être  résolue  en  nombres  entiers. 

Donc  la  formule  donnée  ne  peut  contenir  le  carré  4  ni 
aucun  carré  supérieur^  elle  contient  le  carré  i,  et  aussi , 
si  l'on  veut ,  le  carré  o  ,  en  faisant  n  =  o  et  m  =  —  i . 

Démons f ration  d'Eulcr. 

1.  Lcninic.  La  somme  de  deux  carrés  n'admet  pas  de 
diviseur  de  la  forme  4"  —  i  (FEUaMAT). 

2.  L'équation 

4  nin  —  m  —  i  =  a~ 

est  impossible;  il  s'ensuivrait  que 

a^  +  I 

'"  =  7 5 

4«  —  ! 

ce  qui  est  contraire  au  théorème  précédent. 

.1.    torouaiic.   -, esl   un   nombre  iractionnaire  : 

\  n  —  1 

donc 

n-  H-  1  rt-  H-  4  « 

7 h  I  = i- 

f\n  —  i  4  n  —  I 


(    '^Su   ) 
est  aussi  un  nombre  fractionnaire,  ou  bien 


de  là 


ou  bien 


delJ 


ou 


4«  —  i 


nomb.  liact.  ; 


4/2 — I  4" 

f''  +  4^ 


=:  numb  .  fract   , 


4«  — I 


nomb .   fract .  ; 


-, 1-  tP  =  —, =  nomb .  (ract. . 

Art  —  I  4«  —  I 


4 


4«  —  I 

et .  en  général , 

n 


=;  nomb.   tract.  ; 


4rt  —  1 


ne  peut  être  un  nombre  entier  m .  où  a  est  un  nombre 
entier  positif;  donc  l'équation 

4/««  —  rn  —  fi    =  fl- 

<!st  impossible;  ainsi  a- -+-  ti^  n'admet  pas  de  diviseur  de 
la  forme  ^n  —  i. 

4.  Euler  se  sert  du  signe  in  pour  désigner  l'impossibi- 
lité; ainsi  a"'H-j  '"zn  z"\  lorsque  m  nest  pas  égal  à  2  . 
exprime  un  théorème  de  Fermât.  Ce  signe  très-commode 
est  de  Goldbach;  il  n'a  été  admis,  que  je  sache,  que  par 
Euler.  C'est  une  impossibilité  d'un  autre  genre  que  l'ima- 
gina rite. 


{  '^-Si  ) 


DEMONSTRATION  GÉOMETRIQIE   Dl   PARALLELOGRAMME   DES 
FORCES  ET  THEOREME  SIR  DES  FORCES  CONCOIRANTES ; 

D'après  M.   MOBIUS. 


1.  Lemnie.  Étant  donné  uii  système  de  cercles,  dans 
le  même  plan  et  passant  par  le  même  point  5  si  par  ce 
point  on  mène  deux  sécantes,  elles  interceptent  sur  les 
cercles  des  arcs  semblablee. 

2.  Lemme.  Mêmes  données;  si  l'on  mène  par  le  point 
commun  une  sécante,  et  que  par  tous  les  points  où  cette 
sécante  rencontre  les  cercles,  on  prenne  respectivement 
sur  chaque  cercle  et  du  même  côté  des  arcs  semblables , 
les  extrémités  de  ces  arcs  ainsi  obtenues  sont  sur  une 
droite  passant  par  le  point  d'intersection  commun. 


3.  Lemme.  Soit  le  parallélogramme  AD13C  :  .sur  les 
côtés  DA ,  DB  et  sur  la  diagonale  DC,  comme  diamètre  , 
on  décrit  trois  circonférences  ;  désignons  ces  trois  circon- 
férences  par  les  l«'t(ros  A,  B,  C  :  menint  par  le  point  D 


(  ^8.  ) 
une  sceau U'  (jui  t  «lupo  la  lirconférciu»^ 

V  on  n , 

R  en   h, 
(]   rn   r . 

on  a  :  i".   I)t;  =  DrtH-D6. 

2°.   Le  cote  AC  passe  par  rintersection  H  des  (eicles  A  <?t  C, 

BC  K  BctC, 

la  diagonale      AR  I  A  et  B. 

3".  La  corde  DE  sous-leiid  dans  le  cercle  B  un  arc  DFE 
qui  mesure  le  double  de  l'angle  DBEr='2.ADB,  et  la 
même  corde  DE  sous -tend  dans  le  cercle  C  un  arc  DGE 
qui  mesure  le  double  de  l'angle  DCE  =  n .  ADE. 

•i.  THÉ0Ri:ME.  Si  dans  le  paidUèlograniuie  ADBC  , 
les  côtés  DA,  DB  représentent  en  grandeur  et  en  direc- 
tion deux  forces  appliquées  en  D,  la  diagonale  DC 
représente  en  grandeur  et  en  direction  la  résultante 
lie  deux  forces  représentées  par  les  côtés. 

Démonstration.  .Mêmes  données  et  mêmes  construc- 
tions que  dans  le  lemme  3.  Deux  cas  sont  à  distinguer  : 

i*"^  cas.  Le  rapport  de  chacun  des  angles  ADC,  CDB  à 
l'angle  droit  est  rationnel.  Supposons  donc  la  circonfé- 
rence divisée  en  ni  parties  égales .  et  que  ADC,  CDB  ren- 
lerment  respectivement  j)  et  q  de  ces  parties,  de  sorte  que 
l'angle  ADB  renferme  p -\- q  de  ces  parties;  concevons 
maintenant  qu'on  partage  chacune  des  trois  circonfé- 
I enecs  A  ,  D ,  B  eu  m  parties  égales ,  et  que  le  point  D  soi i 
un  point  de  division  dans  chacune.  L'arc  DFE.  (jui  me- 
sure l'angle  2  ADB  (lemme  3)  renferme  donc  ^{p-hq) 
de  ces  divisions,  et  le  point  E  est  un  point  de  division 
dans  le  cercle  B^  par  la  même  raison,  il  est  uti  point  de 
division  dans  le  cercle  C,  car  l'arc  DGE,  mesurant  \c 
double  de  l'angle  ADC.  renferme  2j)  de  ces  parties.  D 
étant  un  point  de  division  dans  \v  cercle  A  ,  il   s'ensuit 


1  o8?>  ) 

que  la  sécante  DE  conlieiil  un  point  de  division  de  cha- 
cune des  trois  circonférences.  Donc,  en  vertu  du  lemme2 , 
le  x''"'"  point  de  division  du  cercle  A  ,  le  (x  -f-  20)'''""  du 
cercle  C,  le  {x  -h  '^p  -h  2^)"""  dans  le  cercle  B,  sont  en 
ligne  droite  avec  le  point  D,  et  la  portion  de  cette  droite 
interceptée  par  le  cercle  C  est  égale  à  la  somme  des  cordes 
interceptées  par  les  cercles  A  et  B  (lemme  3).  Cela  posé, 
menons  du  point  D  des  droites  aux  m  — i  autres  points  de 
division  du  cercle  A ,  et  supposons  que  toutes  ces  cordes 
représentent  en  grandeur  et  en  direction  des  forces  appli- 
quées en  D.  Faisons  de  même  dans  le  cercle  B  etlecercle  C  5 
a,  b^  c  étant  des  points  de  division  en  ligne  droite  avec  D, 
la  force  De  est  la  résultante  des  forces  D  a  etD/?  (Iemme3). 
Soient  a ,  |3  ,  y  les  résultantes  respectives  des  forces  agis- 
sant dans  les  cercles  A,  B,  C  :  il  est  évident  que  y  est  la  ré- 
sultante des  deux  forces  a  et  ft.  Or,  le  diamètre  DA ,  axe 
de  symétrie  par  rapport  aux  points  de  division  du  cercle  A , 
représente  en  direction  la  force  a-^  par  une  raison  ana- 
logue, les  diamètres  DC,  DB  sont  les  dii^ections  des  forces 
y  et  /3  ;  mais  les  cercles,  avec  les  systèmes  de  cordes,  sont 
des  figures  semblables  ;  donc  les  forces  a ,  |3 ,  y  sont  pro- 
portionnelles aux  diamètres  DA  ,  DB ,  DC  :  de  là  les  forces 
représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  DiV  et  DB 
ont  pour  résultante  une  force  représentée  en  grandeur  et 
en  direction  par  la  force  DC.  C.   Q.   F.   D. 

2®  cas.  Le  rapport  des  angles  ADC ,  CDB  à  Tangle 
droit  est  irrationnel.  On  déjnontre  ce  second  cas  à  l'aide 
du  premier,  par  les  méthodes  connues. 

•4.  Théorème.  Soit  un  système  de  forces  dans  l'es- 
pace ^  agissant  sur  un  point  et  représentées  par  des  lon- 
gueurs données,  ainsi  que  leur  résultante.  Si  l'on  décrit 
des  sphères  sur  toutes  ces  longueurs  comme  diamètres , 
et  que  Von  mène  par  le  point  de  concours  des  forces 
une  sécante  quelconque ,  la  pardon  de  celte  sécante  in- 


(  -~^^\  ) 

tcrccptcc  jxii  la  "/ihcrc  (décrite  sur  In  rcsuliauu  s  cm 
égale  à  la  somme  algéJiiique  rh-s  fiorfions  interceptées 
par  les  autres  sphères. 

Cette  ingénieuse  dénionsitalion  et  ce  beau  théorème. 
»|ui  établissent  une  nouvelle  connexion  enlie  la  méca- 
nique et  la  géométrie  ,  sont  dans  l'ouvrage  allemand  inti- 
tulé :  Lehrhuch  (1er  Stalik ,  publié  en  1837  à  Leipsig,  en 
deux  vol.  ip-S,  par  M.  Auguste-Ferdinand  Mobius.  pro- 
fesseur d'astronomie  à  Leipzig.  C'est  un  Traite  complet  de 
statique,  déduite  par  une  logique  sévère,  d'un  seul  piiii- 
eipe.  Le  célèbre  professeur,  prenant  pour  point  de  départ  le 
couple,  en  fait  découler  toutes  les  propositions  de  réquili- 
bre  des  forces  dirigées  d'une  manière  quelconque.  Le  cou- 
ple! magnifique  création  française,  admirable  de  simpli- 
cité, de  lucidité,  de  fécondité,  et  toutefois  on  prétend  le 
proscrire  au  bénéfice  de  la  nuageuse  conception  des  Jorcc^ 
vii'es,  sous  le  nom  commercial  de  quantités  de  tra^'ait . 
I3ans  cet  ouvrage,  on  ne  parle  nullement  des  machines. 
excellente  omission.  La  théorie  des  machines  doit  tiou\er 
sa  place  dans  la  dvnami([ue,  et  pas  dans  la  statique,  cpii 
ne  peut  en  donner  que  des  notions  insullisantes  ,  sujettes 
à  de  graves  erreurs  qvi  Euler  a  signalées  depuis  longtenqis  : 
mais  à  cause  de  cela,  vouloir  supprimer  la  statique  est 
une  entreprise  folle  et  anti-pédagogique.  De  même  que 
1  arithmétique  n'existe  pas  unitpiement  pour  des  opéra- 
tions de  banque,  ou  la  géométrie  pour  des  levés  de  ter- 
rains, de  même  la  mécanique  n'est  pas  renfermée  dans 
les  ateliers  et  les  usines.  Que  des  hommes  devant  leur 
existence,  leur  réputation  aux  atelieis  et  aux  usines, 
veuillent  nous  faire  croiie  que  les  engins  et  les  machines 
sont  seuls  dignes  de  nos  considérations,  je  le  conçois 
très-bien-,  mais  que  ces  intérêts  individuels  doivent  ser\  ir 
de  régulateur  à  l'iMiseigncnuMit  général,  e  est  ce  qu  on  m 
me  fer.T  jamais  eomprendrr    Tout  ceci  me  fait  pensci  .'i  !,^ 


(  -85  ) 

Chine.  Dans  ce  céleste  empire,  la  recherche  du  beau ^  du 
vrai,  en  un  mot  la  recherche  de  V utilité  morale  n'est 
pas  le  but;  mais  la  recherche  de  V utilité  matérielle, 
corporelle,  immédiate,  tel  est  l'unique  but.  Voici  com- 
ment s'exprime  à  ce  sujet  un  des  hommes  les  plus  savants, 
les  plus  judicieux  de  France,  célèbre  chimiste,  excellent 
éciivain  : 

((  Une  nation  remarquable  par  son  antiquité,  sa  popu- 
lation et  l'habileté  qu'elle  a  montrée  dans  la  pratique  des 
arts  utiles,  est  le  peuple  chinois.  Ce  qu'il  a  voulu  autre- 
ibis,  il  le  veut  encore  aujourd'hui  :  c'est  Yajjplication . 
c'est  Y  utilité  immédiate  des  choses.  Mais  ni  les  arts  chi- 
miques ni  les  arts  mécaniques  ne  peuvent  atteindre  à  lu 
perfection  où  iis  sont  parvenus  dans  l'Europe  occidentale , 
sans  l'élude  des  sciences  mathématiques,  physiques  et 
chimiques  cultivées  au  point  de  vue  de  la  plus  grande 
abstraction  possible,  parce  que  cette  élude  donne  seule 
les  moyens  d'assujettir  les  procédés  des  arts  aux  préceptes 
et  aux  règles  qui  en  assurent  l'exécution  ,  en  même  temps 
qu'elle  seule  préside  à  la  confection  de  toute  machine  et 
de  tout  instrument  de  précision  ,  sans  lesquels  les  progrès 
des  sciences  du  monde  extérieur  sont  impossibles.  C'est 
donc  parce  que  cette  étude  a  manqué  à  la  Chine  ,  que  le 
développement  de  l'industrie  y  a  été  borné  aux  progrès 
que  chaque  art  a  dus  aux  uniques  efforts  des  ouvriers  qui 
l'ont  pratiqué. 

»  Si  nous  considérons  maintenant  que  les  fonctions 
de  l'administration  de  ce  pays  sont  exclusivement  dévo- 
lues aux  lettrés ,  et  que  ce  titre,  loin  d'être  un  privilège 
aristocratique,  appartient  à  tout  individu  ,  quelle  que  soit 
son  origine,  qui  fait  preuve  publique  d'un  sauoir  suffi- 
satit  pour  être  jugé  digne  de  l'obtenir.^  on  voit  qu'il  n'y  a 
plus  de  motifs  pour  que  cet  individu  porte  son  attention  , 
sa  pensée  sur  des  objets  dont  l'élude  ne  le  conduirait  :t 


(  ^'-««  ) 

lien  ou  lu;  lui  duiiueiait  pas  les  avaiilayes  qu'ii  est  sur 
(1  obtenir  en  s'engagcant dans  une  voie  connue,  qui,  tou- 
jours ouverte  au  savoir,  a  dû  être  l'objet  constant  de  son 
ambition.  Les  lettrés,  appliquant  leurs  facultés  intellec- 
tuelles à  1  administration  ,  ne  sont  plus  tentés  de  se  livrei 
à  des  spéculations  pliilosophiques  qui ,  pour  eux,  seraient 
absolument  stériles  ,  parce  qu  elles  manqueraient  à' utilité 
imnicdinte.  Les  deux  causes  qui,  jusqu'ici,  se  sont  inces- 
samment opposées  aux  progrès  des  arts  et  des  sciences  à 
la  Chine,  expliquent  parfaitement  le  fait,  si  étonnant  au 
premier  abord,  que  les  Chinois,  après  avoir  eu  connais- 
sance de  la  poudre  à  canon,  du  papier,  de  l'imprimerie  et 
de  l'aiguille  aimantée,  longtemps  avant  les  Européens, 
ont  été  bien  loin  pourtant  d'en  tirer  le  même  parti  que 
<es  derniers,  soit  que  l'on  ait  égard  auxpcrfcctionnemenis 
apportés  à  ces  découvertes,  soit  qu'on  ait  égard  k  l'in- 
lluence  exercée  par  elles  sur  l'état  de  la  société  dans  les 
deux  populations.  »  [Journal  des  Savants  ^  i845,  p.  33i- 
332.) 

11  y  a  sept  ans  que  l'illustre  M.  Chevreul  parlait  ainsi  du 
système  scolaire  chinois,  et  prophétiquement  d'un  autre 
système  que  je  n'ai  pas  besoin  de  nommer.  Qui  est  l'auteur 
de  ce  système  impie?  l'orgueil.  On  ne  se  rappelle  jamais 
ce  que  disait,  il  y  a  dix-huit  cents  ans,  une  puissante 
intelligence  maniée  par  un  divin  caractère  :  «  e<  y<eo  è'ox.ù 
Tiç  thiii  Ti,  fiti^tv  iàv^  tuvTov  <f>ptiei7iccTÛ' '.  car  SI  (fiwlfju  1171  S  es- 
time être  quelque  chose,  il  se  trompe  lui-même ^  paicc 
qu'il  n'est  rien.  «  (Saikt  Paul  aux  Galates,  ch.  VI,  3.) 


(  ^>-«7  ) 


SOLITIO^    m   l\   QUESTION    47 

(  voir  t.  IV,  p.  319)  : 

Par  m.   a.   FRANCK,   élèvk, 

Institution  Coulant. 


Par  un  point  O  donné  dans  un  angle  ASB,  on  mène 
une  sécante  AB  terminée  aux  côtés  de  l'angle.  Sur  AB  on 
construit  un  triangle  ABC  semblable  à  un  triangle  donné. 
On  demande  le  lieu  du  sommet  G. 


Solution.  Prenons  pour  axes  des  x  et  des  }  les  côtés  SB 
et  SA  de  l'angle  5  soient 

X  exy  l'abscisse  et  l'ordonnée  de  C , 

p  el  ç  l'abscisse  et  l'ordonnée  de  O , 

N  et  M  les  pieds  de  l'ordonnée  et  de  l'abscisse  de  C , 

K  et  I  les  points  correspondants  des  coordonnées  de  O. 

Désignons  de  plus  par  m  sin  A  ,  m  sin  B ,  m  sin  C  les 
côtés  du  triangle  ABC  respectivement  opposés  aux  angles 
A ,  B  et  C^  par  0  l'angle  des  axes,  et  par  0)  l'angle  CBM 
du  côté  CB  avec  l'axe  des  z. 

En   considérant  successivement    les   quatre    triangles 


1  ^88  ) 
CMB,  CNA,  OKIÎ  vi  OIA,   nous  aurons  les  lelatloiib 
m  sin  A  sin  w  m  sin  R  (  0  -+-  C  —  w 


sin  0  sin  G 


q  sin  G  ^  w  sin  0 


sin(B  +  w)  sin(B-+-w  — 9) 

Ajoutant  les  valeurs  de  OR  et  do  OA  ,  il  viendra 

sin  or 7 sin  (B —  0 -+- w) +/Jsin(B  4-w)l 

OB  +  OA  —  m  sin  C  = '  '.    .  J; s    ■     \.     -PT^ -• 

sin(B  4-  oj)  sin(B  +0)  —  ô) 

Si  nous  divisons  entre  elles,  me.ibre  à  membre,  les 
équations  donnant  les  valeurs  de  x  et  de  y  en  fonction 
de  w ,  nous  aurons 

(  I  )  j  sin  B  sin  (  0  +  C  —  w  )  =  ;c  sin  A  sin  m  . 

Multiplions  membre  à  membre  les  équations  qui  don- 
nent j^  et  /?î  sin  C  ^  remplaçant  x  par  sa  valeur,  nous 
aurons  une  seconde  équation  ne  contenant  plus  que  des 
lignes  trigonométriques  de  l'angle  oj  ,  et  qui  est 

(2)      =  jsinCsin  (B  H- w)sin(B  —  ô  4- w) 

=  sin  A  sin  &)  [  «7  sin  (  B  —  ô  -|-  w  )  h-  />  sin  (  B  -h  w  )  ] . 

Il  s'agit  maintenant  de  tirer  des  équations  (i)  et  (2)  une 
relation  entre  x  et  y.  indépendante  de  l'angle  w.  Pour 
cela  développons  ces  équations ,  en  posant  pour  plus  de 
simplicité  6  -\-C^(f  eiB  —  9  =  t^-^  nous  aurons  ainsi  les 
deux  équations 

Y  sin  B  (sin  o  ces  w  —  cos  ©  sin  o,)  =  j:  sin  A  sin  o) , 
y  sin  C  (  sin  B  cos  w  +  cos  B  sin  w  )  (  sin  ■]>  cos  w  -f-  cos  41  sin  w  ) 
=  sin  A  sin  w  [  7  (  sin  J>  cos  '.i  -f-  sin  &)  cos  -^  ) 

+  /?  (  sin  B  cos  w  4-  cos  B  sin  w)]. 

Divisons  les  deux  membres  de  la  première  par  sin  w, 
et  les  deux  membres  de  la  seconde  par  sin*o)-,  les  deux 
dernières  équations  se  transfornieront  ainsi  dans  les  deu\ 


(  '^^9  ) 
suivaiiles  ,  ne  coiilenant  plus  que  cotaiig  ro  : 

)  sin  B  (sin  !j/cotangoj  —  cosçp)  =  x  sin  A  , 

y  sin  G  (  sin  B  cotang  w  +  cos  B  )  (  sin  ■•h  cotang  w  --f-  cos  -J;  ) 

=  sin  A  [(/  (sinil/  cotang  w  -f-  cos  ■^)-\-p  (sin  B  cotang w-l- cos  B)]; 

ou,  ordonnant  par  rapport  à  colaiigo), 

r  sin  B  sin  <p  cotang  o)  :=:  x  sin  A  H-  y  sin  B  cos  « 
et 

-  j  sin  C  sin  B  sin  1/ cotangw 
+  [  r  sin  G  sin  (  -ji  -f-  B  )  —  sin  A  ( r/  sin  -li  -h  p  sin  B )  ]  cotang  &> 
+  jsin  G  cosB  cosil'  —  q  sin  A  cos-L  — /v  sin  A  cos  B  =  o. 

Kliminant  cotang  o),  nous  aurons,  en  oidonnant  pai 
rapport  à  y  et  x,  une  équation  qui  représente  une  courbe 
du  second  degré  passant  par  1  origine,  et  qui  a  évidem- 
ment des  branches  infinies.  Les  coetlicients  de  y  et  de  x 
contiennent  seuls  yj  et  q,  et  ces  deux  quantités  se  tt cuvent 
1  une  ou  l'autre  à  tous  les  termes.  Si  donc  on  change  p 
en  mp  et  q  en  uiq^  c'est-à-dire  si  l'on  transporte  le  point  O 
en  un  autre  point  de  la  ligne  SO ,  l'équation  de  la  nouvelle 
courbe  ne  différera  de  la  première  que  par  un  facteur 
constant  multipliant  les  coefficients  de  .ret  de  y.  Ce  fac- 
teur sera  évidemment  le  rapport  de  similitude  des  deux 
courbes  par  rapport  à  l'origine. 

Note.  Les  côtés  AC,  BC  du  triangle  ABC  sont  chacun  l'enveloppe  d'une 
parabole;  SA  est  une  tangente  à  la  parabole  enveloppe  de  AC  ,  et  SB  la  tan- 
gente à  la  parabole  enveloppe  de  BC;  le  point  O  est  le  foyer  commun  ;  de 
sorte  que  le  lieu  géométrique  fournit  une  belle  propriété  de  deux  paraboles 
unifocales.  Le  foyer  commun  étant  un  centre  d'homologie,  point  qui  reste 
tel  en  projection,  on  déduit  une  propriété  générale  relativement  à  un 
centre  d'homologie  de  deux  coniques  quelconques.  Nous  devons  à  l'obli- 
geance de  M.  Chasles  cette  intéressante  observation.  L'équation  du  lieu 
peut  se  mettre  sous  cette  forme  symétrique  , 

^''sinBsinC  sin  (  A  —  0)-+-^/ sinC[sin  A  sinB-t-sin  (  A — ô)sin  {B— ^)  ] 
-Hx-  sin  A  sin  C  sin  (B  —  0) — r  sin  B  sin  (C-H  fj)[ps\n{k  —  0)-hq  sin  A] 

—  xsin  A  sin(C-H0)[psinB-f-7sin(B — ô)]=o. 

On  obtient  cette  forme,  en  développant  sin  (B -h/')  ,  et  remplaçants;  el  l 
Ann.  de  Maihémat.,  t.  XL   (Août  Î852.)  19 
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par  lours  valeurs;  d'où  l'on  lire 

m  =  siir  C  siir  0  siii'  (  C  H-  0) , 

A'  =sinBsinC  sin'  {C-\-0)s\nO[t]  sin  A  — /jsii^  A—  !/)j, 

A   ■=  sin  A  sin  C  sin'  (C-H  0)  sinô  [^sinB  —  q  sin  (B  —  ô)]. 

Donc:  \°  le  lieu  est  une  hyperbole;  2°  les  coordonnées  du  centre  sont 

—  ,  —  ;  3°  les  asymptotes  font  avec  l'axe  des  x  des  angles  égaux  à  0 — B  ci 
m    m 

il  A,  ainsi  l'angle  des  asymptotes  est  6 -f- C  ou6-l-C  —  ni;  4°  une  con- 

slruclion  géométrique  donne  les  intersections  des  axes  coordonnés  avec  la 

courbe;  et  comme  cette  courbe  passe  par  l'origine,  on  a  donc  trois  points 

de  la  courbe  et  les  directions  des  asymptotes,  données  suffisantes  poui 

trouver  géométriquement  les  axes  principaux  (  *  ). 


XOTE  SIU  LA  THÉORIE  DES  FOYERS; 

Par  IVl.    E.   LAGUERRE-WERLY,   de  Bar-i.k-Duc, 

Élève  de  rinslitutioii  Barbet. 


\.   Soit  une  conique  ayant  pour  l'oyci'  le  point  \  x  ^  [::>  (, 
son  équation  sera  de  la  forme 

X  étant  une  fonction  linéaire  de  x  et  de  r,  ou  bien 
encore 

Sous  cette  dernière  forme,  on  voit  que  cetti-  conique  est 
tangente  aux  deux  droites 

et 

Réciproquement,  si  une  conique  est  tangente  à  ces  tieux 
droites,  elle  a  pour  foyer  le  point  [a. .  |5].  Cette  propriété 
analytique  peut  être  employée  pour  trouver  les  coordon- 

(  *)  M.  Symon  (Alexis),  clèvc  à  Bruxelles,  trou>(>  le  lieu  pour  l'angle  S 
liroit  (H  discute  le  cas  on  le  triangle  ABC  fait  une  denii-révolulinii 
autour  de  la  base  AB. 


t  '-^-9'   ) 
nées  des   (jiialic   loyers  d'une  conique  donnée    pai-  son 
équation. 

11  suit  de  là  que  les  coniques  confocales  doivent  èlre 
regardées  comme  tangentes  à  deux  mêmes  droites,  les 
coniques  bi-confocales  comme  inscrites  dans  un  même 
quadrilatère  dont  les  quatre  sommets  sont  les  quatre 
foyers  communs.  Ces  propriétés  projectiles  des  foyers 
nous  permettront  de  généraliser  leurs  propriétés  méiri- 
ques. 

2.  Ainsi,  de  la  théorie  des  coniques  bi-confocales, 
nous  pourrons  tirer  tous  les  théorèmes  relatifs  aux  coni- 
ques inscrites  dans  un  même  quadrilatère. 

Considérons,  par  exemple,  trois  coniques  bi-confo- 
cales; par  un  point  extérieur,  menons-leur  des  tangentes  . 
ces  trois  couples  de  tangentes  auront  une  bissectrice  com- 
mune-, donc  ils  formeront  un  faisceau  en  involution.  En 
généralisant,  nous  retrouverons  le  théorème  de  Desargues. 

3.  Deux  coniques  bi-confocales  se  coupent  orthogona- 
lement.  L'homographie  généralise  ainsi  ce  théorème  : 

Si  deux  coniques  inscrites  dans  un  même  quadrilatère 
se  coupent ,  les  deux  tangentes  menées  au  point  d 'in- 
tersection,  et  les  droites  obtenues  en  joignant  ce  point 
à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  circonscrit , 
forment  un  faisceau  harmonique. 

4.  La  considération  des  foyers  imaginaires  peut  être 
souvent  utile;  je  ne  citerai  qu'un  exemple. 

Considérons  une  conique  et  deux  tangentes  à  cette  co- 
nique \  joignons  le  point  d'intersection  des  deux  tangentes 
aux  quatre  foyers;  les  trois  couples  de  droites  ainsi  obte- 
nues auront  une  bissectrice  commune  ,  donc  ils  formeront 
un  faisceau  en  involution. 

En  généralisant,  nous  trouverons  ce  théorème,  cas 
particulier  àv.  relui  d(;  Desargues  : 

Si  une  conique  est  inscrite  dans  un  (jundrilatèrey  que 

'9- 
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nar  un  point  exlcrituir  on  mène  deux  tangentes  à  celle 
conique,  et  puis,  qu'on  joigne  ce  point  aux  quatre  som- 
mets du  quadrilatère ,  on  obtiendra  un  Jaisceau  en  invo 
lut  ion  {*). 

5.  Je  citerai  encore  quelques  ihéorèmes,  cousétjuences 
Immédiales  des  principes  précédents. 

i'\  Le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  deux 
droites  données  et  ayant  un  foyer  fixe  est  une  droite  (**) 

2°.  Une  conique  inscrite  dans  un  angle  étant  donnée, 
le  problème  suivant  :  «  Construire  une  conique  tangentc 
à  la  première  et  aux  deux  côtés  de  l'angle  en  deux  poinl^ 
donnés,  »  est,  en  général,  susceptible  de  deux  solutions. 
Les  deux  points  de  contact  cherchés  et  le  sommet  de 
Taugle  sont  en  ligne  droite. 

y\  Considérons  trois  coni([ues  eonfocales,  et,  par  un 
point  pris  dans  le  plan  de  ces  coniques,  menons  six  tan- 
gentes. Joignons  les  six  points  de  contact  au  foyer  com- 
mun, nous  obtiendrons  ainsi  trois  couples  de  droites 
ayant  une  bissectrice  commune^  donc  elles  formeront  un 
faisceau  en  involulion. 

En  généralisant,  nous  aurons  le  théoième  suivant  " 

Théorîîme.  Si  trois  coniques  sont  tangentes  à  deux 
mêmes  droites  se  coupant  en  P,  et  que,  par  un  point 
pris  dans  leur  plan,  on  leur  mène  six  tangentes  ;  en  joi- 
gnant les  six  points  de  contact  au  point  P,  oti  aura  u/i 
faisceau  en  involution. 

Note.  M.    Lagucrre  est  parvem.  h  donner  une  plus  grande  {îénéralitc 
encore  à  ce  beau  théorème  et  toujours  par  la  mélliode  analytique  et  pro 
jeclive  combinée,  si  courte  ,  si  féconde.  Nous  donnerons  ce  travail  prochai- 
nement. 

("  )  Le  théorème  sur  le  quadrilatère  qu'on  lit  dans  la  Géométrie  su/h- 
rieure,  p.  2^9,  combiné  avec  celui-ci,  donne  lien  à  un  troisième 
théorème.  Tm. 

(**)  Voir  t.  II,  p.  108;  prenant  le  t'oyor  pour  origine^  on  a  n  =  o; 
l  z=  I';  donc,  etc. 
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CONCOIRS  D AGREGATION,  ANNÉE  184 

(voir  I.  IV,  p.  238  cl  2'.:!}; 

Par  m.  dieu, 

Agrégé,  docteur  es  sciences. 


<  OMPOSITIO     11  AA'ALVSE 

ln/égrer  les  cç nations 
dy       clx 


fit        (h       •' 


ri 


fi  Y        (l'.r         „  (/jr 

~ 3—  -\-  5---^  Y  ~  b.r 

dt  dt-  dt 


r"        dt 


On  élimine  d'abord    ),    -;-  et    —^  enlic  ces  deux  éuiia- 
dt  dt^  ^ 

tioiis  el  celles  qu  on  oblienl  en  les  difl'érenliant  une  fois, 
ce  qui  conduit  à  l'équation  linéaire  du  troisième  ordie  . 
d\T  d-.r  (U  I  Ci     r^      dt 

dt^  dt-  •' dt  v/i^-/'        2^     /m^ 

i.  intégrale  de  celte  équation  est 

(i;  .f=:   Le-       +  I|r       -l-T:.  f'      , 

o.  et  fS  représentant,  pour  abrégei',   4-l-v3   et  4  —  \l'^i 
qui  sont  avec  i  les  racines  de  léquatiou 

X^  —  lo  X'  +  29  X  —  26  =  o , 

et  T,  T,  ,  To  étant  des  fondions  de  /  déterminées  pai-  les 
équations 


[  '>-i)'i  ) 


flans  lesquelles^y  it)  LJcjiil  lieu  de  —    — — à.    l     ■ 

L  équation   (i)  est  une  des  intégrales  demandées;  poiii 

avoir  Tauire,   on  chasse  de  la  pieniièrr  des  équali()n>- 

,         ,  </•*■  .   1 

données  x  et  -^^   ce  qui  donne 

dy  ,  ,         '/  i  il 

2-3^  — y  V  =:  (a  — 2)1,  6'      H- (fi  —  2jT,6''     , 

dont  1  intégrale  est 


COMVOSITION     DE    MÉCAINIQtE. 

Déterminer  les  fois  des  petites  oscillations  d'un  fil 
flexihle ,  inextensible ,  et  sans  niasse,  suspendu  à  u/i 
point  fixe ,  et  chargé  de  deux,  points  matériels  pesants  , 
en  supposant  que  ces  deux  points  n'aient  pas  de  vitesse  à 
r  origine  du  mouvement ,  et  qu'ils  se  trouvent  alors  avec 
le  point  de  suspension  sur  une  droite  très-peu  écartée  de 
la  verticale. 

Chercher  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pou/ 
que  chacun  de  ces  points  oscille  connue  un  pcnd/ih 
simple. 

f.   Soient 

/?/ ,  ju'  les  masses  des  deuxpojnis  matériels; 

/,   /'      les  longueurs  des  deux  parties  du  lil  : 

6„  l'angle  initial  d'écart  5 

M,  1\I'  les  positions  des  deux  poinls  ;i  la  lin  du  temps  / 
(•ompt(''  depuis  l'origine  du  mouvement  ; 

0,  0'  les  angles  que  les  deux  parties  du  (il  lonl  alors 
avec  la  verticale  (ces  angles  sont  positifs  di« 
côté  de  0„    cl  négatifs  du  côlé  opposé). 


(  ^o-^  ) 

D'après  l'éiioucé,  les  deux  parties  du  fil  resUionl  coii- 
slaniment  tendues,  soit  quand  elles  seront  sur  le  prolon- 
gement l'une  de  l'autre  ,  soit  quand  elles  formeront  un 
angle,  et  les  points  matériels  ne  sortiront  pas  du  plan  de 
l'angle  Q^x  donc  m  se  mouvra  toujours  sur  la  circonfé- 
rence de  rayon  /  décrite  du  point  de  suspension  comme 
centre,  et,  quand  m  sera  en  M,  m' se  mouvra  pendant 
une  durée  infiniment  petite  sur  la  circonférence  de  rayon 
/'  décrite  de  M  cojnme  centse. 

On  peut  considérer  m  comme  libre,  pourvu  qu'on  lui 
applique  à  chaque  instant  deux  forces  dirigées  suivant  les 
deux  parties  du  fil  et  égales  à  leurs  tensions  respectives. 
Or  : 

i".   La  tension  de  /'  est  la  somme  ni'  (  s  cos  Q'  -h  /'  -— - 


de  la  composante  du  poids  de  m'  suivant  la  direction  de 
/',  et  delà  force  centrifuge  due  au  mouvement  de  m'  rela- 
tif à  /«,  et  la  composante  de  cette  tension  suivant  la  tan- 
gente à  l'arc  décrit  par  m,  s'obtient  en  la  multipliant  par 
sin  (ô  —  B')\  car  l'angle   que  cette  tangente  fait  avec  la 

direction  de  l'  est  toujours  représenté  par  — \-Q'  —  B. 

2".  La  composante  de  la  tension  de  /  suivant  la  même 
tangente  est  toujours  nulle,  et  celle  du  poids  de  m  est 
nig  sin  0. 

Donc,  si  l'on  néglige  les  termes  dont  le  degré  surpasse 

,  .      .,     <U)        cW         .  -        11  1 

deux  en    y,   f  ,    -r  et  -—~i  qui  sont  continuellement  des 

'  dt  dt       ^ 

quantités  très-petites  ,  on  a  l'équation  approclu-c 


d'd        s     m     ,       /         m'\ 
dt'         /  L  w  \  m  / 


lV)uren  tormer  une  seconde,  il  suffit  de  remarquer  (jih 
le  mouvement  de  in\  relatif  à  //i,  est,  à  cliaque  instant  , 
celui  d'un  pendille  simple  de  longueur  /',  à  point  de  sus- 
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pension  fixe,  doiil  k-  point  niatéiiel  [jcsaiil  el  de  masse 
m'  serait  sollicité  par  une  force  accélératrice  variable, 
toujours  égale  et  contraire  à  celle  de  ///.  La  composante 
(^e  cette  force,  suivant  la  tangente  à  1  are  tlécrit  par  in' . 

est  m'I  -—  .  cos  {0  —  9') ,  car  cette  tangente  fait ,  avec  la 

lan génie  correspondante  à  Tare  décrit  par  /// ,  un  angle 
représenté  par  ±  (Ô  —  5')  ;  celle  du  poids  de  ni'  suivant 
la  même  direction  est  m' g  sin  6',  et  celle  de  la  tension 
de  /'  est  nulle.  Donc,  on  a 

au  degré  d  approximation  (jui  a  été  indiqué,  et,  en  rem- 
plaçant -— par  la  valeur  (juc  donne  1  éc[uaiion  (i).  il 
vient 


d^'b' 


i   \  m 


0'). 


Afin  d'intégrer  simultanément  les  équations  (i)  et  {-a)  . 
on  multiplie  par  un  coeflicient  1  les  deux  membres  de 
lune  délies,  par  exemple  de  la  seconde,  on  ajoute  en- 
suite membre  à  membre,  puis,  en  posant 

0  +  A  G'  =  « , 

on  chasse  Ô,   ce  qui  donne 

d-  Il 
~dF~ 


(3] 


j{(f^-7)«-;|-(-Ç) 


m' r 


l  (  ///  H-  ///  ' 


0' 


Le  coefficient  de  d'  dans  celte  équaiion  esl  annulé  par 

deux  valeurs  réelles  de  l'indéterminée  A,  l'une  positive  e( 

/'     ,.  ,      .  .  , 

uioindreque  — -    I  autre  négative,  qni    toiiies  deux   reii 
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dent  négatif  le  coefficient  de  /a-,  en  désignant  par  — /.. 
et  X.,  ces  valeurs  de  ?. ,  par  —  l]  et  —  /r,  celles  du  coeffi- 
cient de  n     y  compris  le  facteur  positif  g  [i-i )  h    et 

par  iii  et  ii^  celles  de  la  fonction  ti  respectivement  corres- 
pondantes, on  a,  au  lieu  des  équations  (i)  et  (2),  les 
équations,  de  même  forme  l'une  que  l'autre, 

— — h   A-     M,    =  O  ,  — ; h   f>     Uj  z=   O  , 

fit-  '  rfl-  - 

dont  les  intégrales,  prises  de  manière  qu  on  ait  6  =  ô'^Ôo- 

de  dO'  .  ,       •      .       , 

— -  =  o  et  -—  =  o,  pour  ^  ==  o  ,  donnent  Jes  intecrraies 
dt  dt  ^  ^  '  '^ 

particulières  des  équations  (1)   et  (2), 

(4)    &  —  >,  (j'=:fj„[l A,)cOS/-,f,     &+  A,0'  =  Ou(l  +  >,j)cOS/-,/, 

qui  satisfont  aux  conditions  initiales. 

Ces  deux  intégrales  donnent,  à  chaque  instant,  au  de- 
gré d'approximation  indiqué,  les  valeurs  de  0  et  de  6' qui 
déterminent  la  position  de  ///  et  celle  de  }n' .  On  eu  déduit 

facilement  celles  de  —  ^~ri  —  /'  — :-?  et  par  suite  les  vi- 

dt  di  ' 

tesses  absolues  de  m  et  de  m\  dont  les  composantes  bori- 

zontales  et  verticales  sont,  pour  /// .  —  <-,-  '  —  10  -—■,    et 

^  dt  dt 

pour  m',   — l /   -T-'    — ^^  ~. 10    —-'    Enfin,    le 

'-  dt  dt  dt  dt 

point  de  suspension  étant  piis  pour  pôle,  et  la  verticale 
de  ce  point  pour  axe  polaire,  on  obtiendrait  1  équation 
polaire  de  la  trajectoire  de  m'  par  Téliminalion  de  /,  6 
et  6',  entre  les  équations  (4),  et 

/(2  —  0-)-h/'(2—  Q'^j— 0(2— (p-  '  =  0. 
/(0'-0)-o(r/-cp;  =  0, 

que  l'on  trouve  facilemcni  (ç  et  r,  soni  les  «oordonnéc:- 
(IcîM). 


(  '-'V^  ) 
11.  CliacLUi  tics  points  tn  cl  m'  oscillera  coniiuc  un  pen- 
dule simple,  si  les  équations  (4)  donnent  les  mêmes  va- 
leurs de  6  et  de  6',  pour  des  valeurs  de  i  en  progression 
par  dillérence  de  raison  quelconque  a,  et  commençant  à 
une  valeur  quelconque  de  /.  Or,  cela  exige  évidemment 
que  Ton  ait 

(5)      cos^-,^  =r  cos /, '^  +  x) ,     et     cos/r-,  t  =  vos /•■j{t-\-ot.) 
pour  lou(e  valeur  de  / ,  et ,  par  conséquent , 

^  ,  a  =  2  //,  7r  ,         et         X  ..  a  =  2  «^t:  , 

//,  et  /li  étant  deux  nombres  entiers  positifs,  (pion  peut 
supposer  premiers  entre  eux.   Quand   il  en   est  ainsi,   le 

rapport  -r^  est  commcnsurablc;  et  ,  réciprocpiemenl ,  si 

//,  et  //s  étant  deux  nombres  entiers,  les  équalions  (5) 
sont  vérifiées  par  les  valeurs 

t  =  t',        t'+y.,        t'  +  iy.,   etc.,..., 

,  .1  ,  2//,7T  111,11 

quel  que  soit  le  temps  t  ,  en  prenant  a  =  — - —  =  — 

Donc,  il  n'y  a  qu'une  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  chacun  des  points  maléri(;ls  oscille  comme  un 
pendule  simple ,  savoir  :  (juc  le  rapport  des  quantités  /., 
cl  /f,  soit  coniniensurahle. 

On  peut  démontrer  que  si  l'un  des  deux  points  oscille 
comme  un  pendule  simple  .  il  en  sera  de  menu-  de  l'autre 
point. 


Rcctijication  à  la  solulion  du problciiic  de  Mccaiiiqitc  du  comou/s 
(C agrégation,  nnncc  i85i  ;  par  M.  Dieu.  (Tome  XI,  page  84-  ) 

A  la  pajjc  90,  (lu  lieu  des  lignes  de  '1  à  7  en  desccntlaiil,  il  faut  : 
Dans  ce  cas,   le  |i'miii  I»   :iih'iMi   «'n  il.'s.i'iul.iiii  l.i   ixi^^ilion  «IclerniiiiO' 
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par  celte  valeur  de  y;  puis  il  reinoiile  ensuite,   et  il    faut  considérer  le 
signe  —  dans  le  second  membre  de  l'équation  ;  /(). 

Et  à  la  même  pai;e  ,  au  lieu  des  quatre  dernières  lignes ,  il/iiut  : 
D,  en  remontant,  finit  par  atteindre  la  position  déterminée  par  la  va- 
leur [a]  de  ^;  puis  il  redescend  ,  et  l'on  doit  alors  considérer  le  signe  -)- 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (4  ). 

Dans  ce  cas,  comme  dans  le  précédent ,  le  mouvement  est  oscillatoire; , 
du  moins  après  la  première  excursion. 


THEOREMES  SIR  LES  AIRES  DES  POLYGONES  ET  LES 
VOLIMES  DES  POLYÈDRES, 

D'après    M.    STAUDT, 

Professeur  à  Erlangen. 

(Journal  de  M.  Crelle,  t.  XXIV.  p.  ■î!^î;  i813.) 


POLYGOINE. 

\.    Lcnime.   Soit  ABCD  un  quadrilatère  plan;  on  a 
2AB.CD  cos(AB,  CD)  =  (AB)^ -4- (BC)'— (AC)'^  —  (BD)'. 

2.  Théorème.  MAB,  NO,  O2  étant  deux  triangles  dans 
un  même  plan.  Posant 

MA ,  NO,  cos  (  MA ,  NO,  )  =  a,  ;    'MB .  NO,  cos  (MB  ,  NO,  )  =  b,  ; 

nn  aura 

4  MAB  ,  NO,  O,  =  r/,  b,  —  a,  />,. 

3.  Théorème.   MAB,  NO,  Oj  étant  deux  triangles  si- 
tués dans  des  plans  formant  un  angle  tp,  ou  aura 

4  MAB ,  NO,  O5  cos  cp  =:  rt,  b.  —  a-jb,:, 
)i  et  h  ayant  mémo  signification  que  ci-dessus. 
i.   Théorème.   Mêmes  données.  On  a 

i6MAn  ,  NO,  O,  ros'f  =  [(MO,  )^+  (AN)''  —  (  AO,)'^-  (MN)^] 

[(MO,)^+(BNr-(BO,)-'-(MN)'] 

-  [(MO.y^+ (AN)^  — ,  A0,>'  — (MN)^] 

f(M0,)'-'-l-'(BN)^~(B0,)'^-(MN)']. 


(  ;^o,.  ) 

Diiinonstialion.  l.c  nieiiibie  à  gaiicht'.  d  après  le  llico- 
lèine  3 ,  est  égal  à  u  rt,  .-ih^  —  -i  a^.ihx  ?  ^^  i  d'après  le 
Icmme,  celte  dernière  expression  est  égale  au  second  niem- 
l)re  de  réqualion.  Donc,  etc. 

En  eUbcluanl  la  multiplication  ,  on  obtient  Jieuf  termes 
positifs  et  neuf  termes  négatifs  ,  formés  des  carrés  des  neul 
distances  des  trois  sommets  d'un  triangle  aux  trois  som- 
mets de  l'autre.  Os  ternK^s  se  forment  ainsi  :  i"  chaque 
lerme  est  le  produit  des  cairés  de  deux  de  ces  distances: 
.i"  le  même  sommet  n'entre  pas  dans  les  deux  facteurs; 
3"  le  signe  du  produit  se  détermine  ainsi.  Pour  iixer  les 
idées,  prenons  les  côtés  MA  et  NO,  ,  et  supposons  (pion 
parcoure  le  premiei'  triangle  dans  le  sens  ÎNlABlNJ,  et  le  se- 
(;ond  triangle  dans  le  sens  iSOj  OsJN  ;  le  terme  (MiN)"'  (AOi)' 
est  positif,  et  le  terme  (iVJOi)"  (AjN)^  est  négatif;  dans  le 
premier  terme,  on  marche  dans  le  même  sens  dans  les 
deux  triangles,  savoij-,  de  M  vers  A  et  de  JN  vers  Oj  -,  pour 
le  second  terme,  ou  marche  en  sens  inverse  de  G,  en  N  , 
et  ainsi  des  autres. 

o.  Soient  le  triangle  MAIÎ  et  un  polygone  plan 
Oi  OoO;, ...  0„ ,  ^p  l'angle  des  deux  plans,  P  l'aire  du 
triangle,  et  Q  l'aire  du  polygone.  Décomposons  le  po- 
lygone en  triangles,  ayant  ])our  sommet  commun  un 
point  N  piis  dans  l'intérieur  du  polygone^  eonsid«''ions 
les  deux  triangles  consécutifs  WOj  Oj ,  NO2O3;  d'après 
le  précédent  théorème,  le  produit  16  P.  ]\Oi  O^  cosç 
est  égal  fi  une  somme  de  dix-huit  termes,  dont  neuf 
sont  positifs  et  dont  neuf  sont  négatifs;  et,  de  même, 
pour  le  produit  16  P  .  INO»  O3  cos<]p.  Mais  le  terme 
(MJN)^.  (AO.2)-  est  positif  pour  le  triangle  JNO^Oa ,  et  né- 
gatif pour  le  triangle  i\0)  O2 ,  car  on  marche  dans  le 
sens  inverse;  donc  ces  deux  termes  se  diMmisent.  11  en 
est  de  même  poui'  tous  les  termes  où  (Mitre  la  lettre  i\  .  Il 
ne  faut  doue  conserver  cpie  le:,  termes  provenant  d(^   la 
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comparaison  des  trois  côlés  du  LriangK;  avec  les  côtés  suc- 
cessifs OjOa,  O2O3,  OaOj,...,  etc.j  chaque  comparaison 
donne  deux  termes.  On  a  donc  en  tout  6  n  termes. 

6.  Théorème.  Soient  un  poljgone  plan  de  m  soni- 
inets,  «, ,  <7.> ,  «3 ,  . . . ,  <7,„  ,  et  un  autre  polygone  plan-  de 
n  sommets,  /^,,  b^,  .  .  . ,  Z?,,;  ^  l'angle  de  deux  plans,  et 
V  et  Ç)  les  aires  respectives.  16  PQ  cos  cp  est  égal  à  1  mn 
termes ,  mn  avec  le  signe  -\-  ,  et  mn  avec  le  signe  — ;  le 
côté  a^aj^^i  comparé  au  côté  h^h^^i  donne  ces  deux 
termes  {a^J)^)^  {a^^i  h^^_^^y—  [a^h,j^^Y  («p+i^'-,)'- 

Démonstration.   Même  raisonnement  que  dans  le  §  5. 

7.  SoitP  Faire  d'un  polygone  plan  de  n  sommets;  appli- 
quant le  théorème  précédentà  deux  polygones  qui  se  con- 
fondent, on  voit  que  1 6  P^  renferme  : 

i^.   n  termes  de  la  forme  —  {rt,.â!r+i)*7 

2".  Ji  termes  de  la  forme  2  («,.<7,.^,  )'^  (<^,+i  «,+2)',  ren- 
fermant deux  côtés  consécutifs; 

3°.  n  [fi  —  v3)  termes  renfermant  les  côtés  non  consé- 
cutifs «,.<7,.^i ,  apap^^). 

Les  ternies  positifs  sont  de  la  foime  2  [a,.apY  {a,.^iap^x  )'', 
et  les  termes  négatifs  de  la  forme  —  2  {a,ci p+iY {<^r+i^o)' • 

Exemple.   7^  =  3  ;   on  a 
1 6  P-  =  —  rfi\  —  nil  —  mi  -h  2  /?/ ,  /n,  -f-  2  m ,  /// ,  +  2  ///;, m , , 

où  7/<i,  77/2,  '"3  sont  les  côtés  du  triangle.  Si  77  =  45  on  a 
1 6  P-  =  —  7w  I  —  ml  —  771 1  —  //? l  -(-  2 /« ^  /// 2  -h  2  m l  m l 

-f-  2  ml  m]  H-  2  f>il  m]  —  2  m]  m\  —  2/7/2  "'\  +  2r/'6''; 

///  sont  les  côtés,  d  et  e  les  deux  diagonales.  On  a  aussi 

16  P'=:  [ide  -\-  m\  -{-m'î  —  m\  —  m\  ) 
[ide  -\-  in-2  -\-  m]  —  m]  —  m^  ). 
{\o\r  Nouvelles  Annales  ,  t.  VII,  p.  69.) 

TÉTRAÏiDHES. 

8.  Lemme.  MABC,  INOiO^Os   sont  deux  tétraèdres 


(    3.r>.   ■) 
([iiili  ijM(|Ucs  ;  posons 

iMA.NO,  l<»s^iS!A,^0,)  =  «.; 
MB  .  NO.  cos  (MB , NO.    =  h,  ; 
MC.NO,  cos  (MC,1N0,)  =  r,  ; 
on  a 

36  INIABC.NO,  0.0;  =  (r/,^,  — rt,6,)r,-f-    aJj,—aJj,)( 

-+-  {nj?,  ~a,b,)(  . 

Démoiisl ration.  Considérons  iMC  comme  représentant 
une  force  en  grandeur  et  en  direction  ;  décomposons  cette 
force  en  trois  autres  :    Î\1V,.   perpendiculaire   au   plan 
VOiO,;  MV,,  perpendiculaire  au  plan  ÎNOsO:,  ;  el  M\  ,. 
perpendiculaire  au  plan  ]N0,  O3  ^  nous  aurons 

MABC  1=  MABV,  H-  MABV,  +  MABV,. 

(On  obtient  celte  équation  en  décomposant  la  résul- 
tante INIC  et  chacune  de  ses  trois  composantes,  en  deux 
autres  forces,  Tune  située  dans  le  plan  MAB,  et  l'aulrc 
perpendiculaire  à  ce  plan).  Soit  o  l'angle  des  deux  faces 
MAB  et  NO, Oo,  on  a  (2) 

MAB  ■  KO,  O,  cos  y  ^^^■^^--"-■^'^. 

Nommons  /?i ,  //^  les  perpendiculaires  abaissées  respec- 
tivement de  V:,  sur  MAB,  et  de  O3  sur  NO,  O,  ;  nous  avons 

//,  //j  =  r,  cos  ^. 

En  ellet,  construisons  le  parallélipipède  des  forces  MV,. 
MVj,  M\  3  \  on  a  //,  égal  à  M^  3  multiplié  par  le  sinus  de 
Finclinaison  de  MV3  sur  MAB;  mais  MV3  est  perpendi- 
culaire sur  NO,  O.,  ;  donc  //,  =  ■M\'3COS(]3;  //o^NOaXsin 
de  l'inclinaison  de  iNO»  surNOjOa;  désignons  cette  incli- 
naison par  tj^  ;  donc  //,  //a  =  MV3 . NO3  sin  ']/  cos  (^\  ov  ^  csi 
égal  à  l'angle  d'inclinaison  de  MV3  sur  la  face  du  parallé- 
lipipède fondée  par  MV,  el  i^l^2•.  donc  MV»  sini^  est  la 
perpendicnlaire  abaissée  de  C  sur  celle   face:  mais  celle 
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perp<'iu]iculaii'e  est  parallèle  à  NO3  ;  donc 

MV5  sin  ^!/  =  MC  cos  (MC, NO,  )  ; 
donc 

d'où 

36 KO,  O,  O3 .  M ABVj  =  ( «,  b,  —  a,b,)cr, 

on  démontre  de  même 

36  NO,  0, 0:, .  M  ABV2  =  {a,b,  —  n,b,)  c, , 

36N0,0,03.MABV,  =  {a,b,  — a,b,)c,. 

Ajoutant     ces   trois   équations,    on   parvient   à    l'équa- 
tion (1). 

9.  Dans  un  triangle  spliérique,  le  produit  du  sinus 
d'une  hauteur  par  le  sinus  de  la  base  correspondante  est 
constant;  appelons  ce  produit  le  sinus  de  l'angle  solide 
formé  par  les  trois  rayons  qui  aboutissent  aux  trois  som- 
mets du  triangle 5  on  a  donc,  d'après  cette  définition,  le 

volume  de     MABC  =  g  MA.MB.MC  sin  MABC  ,     ou 

sinMABC  est  le  sinus  de  l'angle  solide  en  M. 
Faisant 

cos(MA,NO.)  =  a,;   cos  (MB, NO.)  =  fi,;   cos(  MC,N0.)=7,  , 
l'équation  (i)  donne 

sin  MABCsin  NO, 0,0,,  =  (a.fi,  —  a,[i,j7,  +(^,^3  — «3^,)  7, 

-l-(a3!ï.  — a,p3)7■-■• 
On  en  déduit  aussi  ce  théorème  :  La  distance  du  centre 
de  gravité  d  hin  tétraèdre  à  un  des  sommets  divisé  par  le 
sinus  de  l'angle  solide  formé  par  les  trois  autres  distan- 
ces, donne  un  quotient  constant. 

On  sait  que  les  quatre  distances  dont  il  s'agit,  étant  con- 
sidérées comme  quatre  forces  données  en  grandeur  et  en 
direction  ,  le  système  est  en  équilibre,  les  forces  agissant 
du  centre  de  gravité  vers  les  sommets.  On  a  donc  ici  un 
beau  théorème  de  slalinue. 


(  :^-i  ) 

10.  l'^n  niullipliaiil  les  tloiix  membres  dv  1  étjuaiiou  (i) 
j)ai  8,  et  remplaranl  ^iii,  a/^, ,  uc, ,  etc.,  parleurs  va- 
leurs lletfirne) ,  ou  trouve,  pour  les  termes  se  rapportant 
aux  faces  AliC  et  OiOsOn,   les  six  termes  suivants  : 

/  {AO,y{BO,y{co,y -+-  (ao..)-' ( bo, y  (co,  y 

(A)   ■        +(A03)HB0,)-^{C0,)— (A0.)=(B0..)MC03)  = 

(  +  (AO,)'  {Bo,y{co,y  -  {AO,y  {Boyy{co-,y. 

La  comparaison  de  toutes  les  faces ,  deux  à  deux ,  dount- 
cinquaute-quatre  termes  analogues,  dont  vingt-sept  posi- 
tifs et  autant  de  négatifs. 

11.  Si  1  on  représente  par  a,  b,  c  les  arêtes  qui  par- 
tent d'un  sommet  d'un  tétraèdre,  par  «',  //,  c'  le.s  côtés 
opposés,  et  parP  le  volume  du  téti^aèdre,  on  a.  les  deux 
tétraèdres  du  Icmmti  8  se  réunissant. 

i44  P'  =  <i-n'-  { b-  -h  h'-'  -+-  c-  -f-  c'-  —  a'  —  c/'-  ; 
H-  b-  h''  {a--\-  a'-  ■+-  c'  -T-  c' ■  —  b'  —  //-' ) 
-1-  c-  c""  («■-  -\-  a'''  H-  ^-  -j-  //-  —  c'-  —  c'-) 
_  a'-"  b'--  c'-  —  a"  b-  c''  —  «'  //'-  c-  —  n''  b-c-. 

12.  Soient  1*  le  volume  dun  polyèdre  formé  par  //; 
triangles, Qle  volume  d'un  polyèdre  formé  par»  triangles, 
le  produit  288  PQ  sera  égal  à  la  somme  de  mn  expres- 
sions de  six  termes  chacune  et  de  la  forme  indiquée  10  (A)  ; 
3//i«  termes  positifs  et  "^nin  négatifs;  c'est  une  consé- 
quence du  théorème  8. 

13.  Théorème  gékéiul.  Le  produit  ries  volumes  fie 
deux  polyèdres  est  une  fonction  algébrique  entière  des 
carrés  des  distances  des  sommets  d'un  polyèdre  au.x 
sommets  de  l'autre  polyèdre. 

Ce  théorème  se  démontre  facilement  à  1  aide  du  théo- 
rème précédent,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
qui  établit  le  théorème  6. 


3or>  ) 


(liU^n  CONCOURS  M  1852 

T»ir  I.  X,  p.  31S  ). 


MATHÉMATIQUES  SU  PÉRIEURES . 

Etant  donnes  :  i"  les  distances  FM  =  R ,  FM'=  IV. 
FM"==R"  de  trois  points  M,  M',  M"  d^me  section  co- 
nique au  foyer  F  de  cette  courbe  ;  2"  les  angles  MFA  . 
M'FA,  M"FA  qui  déterminent  les  positions  des  rayons 
vecteurs  FM,  FM',  FM",  relativement  à  une  droite  fixe 
FA  menée  par  le  foyer  dans  le  plan  de  la  courbe  ; 

On  demande  :  i"De  déterminercoraplélement  la  courbe, 
sa  nature,  sa  situation  et  ses  dimensions;  2"  d'appliquer 
la  solution  aux  données  suivantes  : 

R  =0, 3000801 1,      MFA  =  16" 58' 32", 3, 
R'  =r  0,4094501,         M'FA  =  l  I7°22'4o",5, 
R"  =  0,4373418,        M"FA=  222°  12' 35". 

Observation.  Cette  question  d'astronomie  a  quatre  so- 
lutions géométriques 5  et  c'est  de  géométrie  qu'il  s'agit: 
renoncé  peut  induire  en  erreur.  La  question  est  résolue 
dans  une  foule  d'ouvrages,  entre  autres,  par  Comte  et 
Cirodde;  ouvrages  répandus.  Pourquoi  les  professeurs 
préposés  aux  examens,  tuteurs  des  élèves,  n'ont-ils  pas 
réclamé?  c'était  leur  devoir. 

Il  est  des  hommes  que  le  ciel  a  doués  d'une  faculté 
extraordinaire  pour  les  opérations  numériques ,  et  qui , 
manipulant  avec  un  art  infini  les  formules  logaiithrai- 
ques,  croient  que  cette  manipulation  constitue  le  génie, 
le  sublime  de  la  science;  croyance  innocente,  excusable 
lorsqu'elle  reste  personnelle,  mais  ne  devrait  pas  s'im- 
poser ailleurs.  4S'at5a/7i'en/^/. 
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>J A  rmvM ATIQLES  KLEMEJNTAIRES. 

Première  qiicslion. 

Élaul  données  deux  droites  AA  ,  lîB  qui  se  coupent 
en  O,  et  un  point  C  situé  sur  la  bissectrice  de  1  un  (!es 
angles  qu'elles  forment;  on  mène  par  ce  point  C  une 
sécante  quelconque,  et  des  points  D  et  F,  où  elles  rencon- 
trent les  droites  données,  ou  abaisse  sur  la  bissectrice  des 
perpendiculaires  DF,  EG  ;  puis  avant  déterminé  le  mi- 
lieu H  de  CO,  on  décrit  une  circonféreuce  sur  GH  comme 
diamètre  :  on  demande  le  lieu  des  intersections  de  cette 
circonférence  avec  la  perpendiculaire  DF. 

Observation.   Question   d'une   facilité    rudimentaire; 
comparativement  parlant,   c'est  la  meilleure   des  trois. 
Elle  se  rapporte  à   la   géométrie  segmentaire  qu'on   re- 
pousse de  renseignement.  Quelle  inconséquence! 
Deuxième  quest  io  n . 

Par  un  point  quelconque  pris  dans  Tintérieur  de  la  base 
d'une  pyramide  régulière,  on  élève  une  perpendiculaiic 
sur  cette  base  5  cette  perpendiculaire  rencontre  toutes  les 
faces  latérales  de  la  pyramide,  prolongées  au  besoin.  On 
demande  de  démontrer  que  la  somme  des  distances  des 
jioints  de  rencontre  au  plan  de  la  base  est  une  (juanlite 
constante. 

Observation.  Bonne  question  d'école  industrielle,  mais 
d'un  énonce  tronqué.  Faces  l  lisez  plans  des  faces. 

En  comparant  la  matière  de  ce  concours  à  celle  des 
concours  de  la  première  Université  impériale,  loisque 
Monge  ne  dédaignait  pas  de  fournir  des  solutions,  on  doit 
s'écrier  avec  le  poète  : 

Commenl  en  un  plomb  vil  lor  pur  s'cst-il  changé? 

v4vis.  Nous  n'insérerons  aucune  réponse;  nous  donne- 
rons la  solution  couronnée  du  prix  d'élémentaire  de  i85  i , 
tiue  l'abondance  des  matières  nous  a  forcé  d'ajourner. 


(  :^o7  ) 


SliR  DES  DÉTERMINA^TS  DES  FORMES  QUADRATIOIJES; 

Par  m.    BRIOSCHI, 

Professeur  à  l'Université  de  Pavie. 


On  nomme  déterminant,  des  ii  quantités  : 

'M-,     ^2,     7,,  .   .  .  ,     &>■,, 


'■'•ni      ?>it    'in^  •  '   ■  1     W„  , 

le  dénominateur  commun  qui  résulte  de  la  résolution  des 
n  équations  de  premier  degré  à  11  inconnues  : 

a,  j:,  +  jîi  ^2  +  •  .  ■  -I-  Wi  ^n  =  A,  , 
a^aTi  +  ^2^2-1-.  .  .-+-  «2  j:„  =  A2, 


a„  or,  +  p„  JC2  +  .  .  .  H-  Wn  Xn  =  A„  ; 

et  on  représente  cette  expression  par  la  notation  symbo- 
lique : 

/      «I,       fin      7l>    •    •    •    5      wi 

l^ét    )   *^'    ^^'    '^^'  •  •  •  '    "2 

Nous  appellerons  ce  dénominateur,  suivant  M.  Jacobi , 
déterminant  du  n"*'""  degré j  et  par  conséquent, 

Dét.  j""    ^'  Ua,p2-.2p. 
(  «2,    P2  J 

sera  un  déterminant  du  second  degré. 

On  sait  et  on  démontre  aisément  qu'un  déterminant 
d'un  degré   quelconque    peut  être    représenté   par    une 

20.. 


somme  algébii(|iU'  des  proJuils  dv  plusieurs  cléleruiiuanls 
de  dcgiés  inférieurs  -,  mais  on  )i'a  pas  aperçu  .  tpie  je  sache  , 
rommentla  loi  suivante  de  dérivation  peut  être  utile  dans 
la  reclierclie  des  déterminants  des  expressions  à  l'ormeft 
([uadraliques. 
Si  l'on  pose 

Dec.i"-M  =  ,/„      >X.,.j  "■•-"{  =  ,,, 

I  «2,    P2  I  f  aj,    7,   1 

„.      (  «"    ^'  1  _,/         ^;^    ^  *"    '^'  \         i 
Det.  {  i  =  "1,      l'et.  ,  >  r=T  /^/i. 


a..,   7 


et 


on  aura 


Dét. 


3C2,  fij,  y,  \  —  n, 


D,  =  r/,  c/,  —  d,  d, . 
De  même,  si  l'on  pose 

Dét.   (    a,,    pj,    \,   [  =  D,,       Det.    j   a,,    p,,    7,   }  =  !),, 

«1,    fil,   >i 
Dét.   (   a,,   fi,,    I,  }  =  Di, 


on  aura 
étant 


A  =  D,  D, -D.D,, 


A  =  Det. 


et  ainsi  de  suite. 


«1»  p.»  715  ^1 

«j,  P2,  72,  ^2 

«3,  Pa,  73,  ^3 

«S  Po  74»  ^4 


(*)  Voi/BiNET,  Journal  de  l'École  Polytechnique  ,  cahier  \VI  ,  p.  380; 
année  181 3. 


(  '^og  ) 
Une  expression  de  la  forme 

rt,  x]  4-  n.jcl  H-  2  Z»,  .r,  .v-,, 

est  généralement  nommée  forme  quadratique  bïnaùc  ou  a 
deux  indéterminées.  On  appellera  forme  quadratique  à  n 
indéterminées  la  suivante  : 

a ,  x]  -{-  ni  xl  -h  .  ■  ■  -+■  ci„  x,|  +  2  ô,  j:,  j^i  H-  .  .  . 

+  2  è„_,  j;,  j;„  +  2  c,  j;^  x^  +  .  .  .  +  2  ^"i  x„_,  ,r„ 

Représentant  cette  fonction  par  u  ,  le  déterminant  de 
«:ette   forme  quadratique  à   7i  indéterminées  sera 


Dot. 


«M,     Un,      «u,  .   ,   .  ,      U,n 
U,j,      11,2  1      M23  ?        •    •    5      "2  »1 

"ni>   '^«2)     "jM?  ■   •   •  5      "n/i 


//, ,  étant  la  dérivée  seconde  de  la  fonction  u  par  rapport 
aux  variables  X,,  x^  {*).  Cela  posé,  si  l'on  applique  la  loi 
ci-dessus  à  la  formation  des  déterminants  des  formes 
quadratiques  à  deux,  trois  indéterminées  ,  on  aura 

(i)  D,  =  r/,  r/i  —  r/;,      A  =  D,  D,  —  D"  .  .  .  , 

en  observant  que 

S ,      W,  =  Dét. 

«21 ,    "22  ) 

_.     (  «11,    «lî  j         ,        _, 

(     «Jl   ,       «12    J 

et  par  conséquent  d^  =  d^-,  et  ainsi  de  suite. 

On  sait  que  si  le  déterminant  «,  r?.,  —  h]  de  la  forme 
quadratique  à  deux  indéterminées 

/7|  .t]  ■+-  a, xl  +2^1  .r,  X2 , 


(*)   Voir  les  Noui-clles  Annules  de  Matlirnialii/ues ,    lome  X,  page  iQ/j. 
C'est  le  dcterminanC  hcssirn  des  Anglais,  Tm. 


<'st  égal  à  7,éro  ,  on  ;t 

a,  x]  H-  a.xt  -+■  2  b,  .r,  x-,  =  —  (a,x,-{-  b,  j-,)- . 

'  Considérons  la  forme  quadratique  à  trois  indétermi- 
nées, 

(2)    rt|  x|  -t-OjXj  -f-  fljXj  -H  261  a-,  X,  +  2  b.x,  X,  +  2.c,x.x^, 

on  prouvera  hien  facilement  que  si  le  déterminant  de 
cette  expression  est  nul  et  en  outre  les  déterminants  des 
deux  formes  quadratiques  suivantes  : 

a,  j;^  -f-  (t;  xl  -\-  Tibi  X,  Xj, 
a,  x]  -f-  f'i  JTj  -H  2  b,x,  x^  ; 

l'expression  considérée  sera  égale  à 

(  3  )  —  («i.r.  H-  h,  .rj  +  b,x.,]-. 

a, 

Si  l'on  considère ,  en  troisième  lieu ,  une  forme  quadia- 
lique  à  quatre  indéterminées,  on  pourra  la  réduire  à 

—  (  a,  X,  4-  b,  X;  H-  b.  x^  -h  ^3  ^i  )'  ; 
a, 

en  supposant  :  i"  nul  le  déterminant  de  cette  forme; 
2°  nuls  les  déterminants  des  formes  quadratiques  sui- 
vantes à  deux  indéterminées  : 

a,  x'  -+-  a 2  x\  -H  a,,  x\  -\-  ibf  .r,  x,  -\-  2  b, x^x-  -\-  1  f ,  Xi x^ , 
a,  x'\  -ir  a-iX\  +  OiX\  -\-  2  b^  .r,  x..  -\-  2  b^  x,  X4  -f-  2  c.  x-,  .r,  ; 

!V'  nuls  les  trois  déterminants  des  formes  quadratiqiu's 
binaires  : 

/7,  x\  -+■  (I,  x\-lr  0.  bi  Xy  .rj , 
n,  x]  -+-  a,,xl  4-2  b.  .r,  x, , 
^,  x]  -H  flf,  .7-;  -4-  2  Aj.r,  .r< , 

l,a   loi    s  étend    nu\  formes  r|n.idi'.iliqn('s  à    //   inflélei- 
minf'cs 


(  ■>•'  ) 

On  doit  remarquer  que,  les  relalioiis  (i)  subsislani. 
si  l'on  a  Di  :=  o  el  f/,  =  cL,  =  o  ,  Ton  aura  aussi  r/,  =  o  ; 
par  eoiiséquent,  la  forme  quadratique  à  trois  indétermi- 
nées (2)  pourra  se  réduire  à  l'expression  (3)  si  l'on  a 

f/,  =  d,  z=  (li  =z  0 . 

De  même  pour  les  autres  formes. 

Ces  propriétés  des  déterminants  des  formes  quadra- 
tiques seront  très-utiles  dans  la  reclierclie  des  équations 
différentielles  qui  donnent  les  caraetères  du  maximum  et 
du  minimum  dans  le  calcul  des  variations  ,  équations  que 
}  on  sait  intégrer  d'après  la  belle  méthode  de  M.  Jaeobi. 


i.  Supposons  une  infinité  d'byperboles  ayant  un  som- 
met réel  et  un  sommet  imaginaire  en  commun  ^  les  lieux 
des  centres  et  des  autres  sommets  sont  des  circonférences  : 
le  lieu  des  foyers  est  un  limaçon  de  Pascal  ;  l'enveloppe 
des  asymptotes  se  compose  de  deux  points  fixes,  dont  l'un 
est  à  l'infini  ;  c'est  le  sujet  d'un  écrit  portant  pour  suscrip- 
tion  :  Lim^aner  de  Vipal  (*). 

2.  M.  Aron  Frank,  élève  de  l'inslitulion.  Coulant , 
énonce  ce  théorème  : 

Soit  une  ellipse  fixe,  et  dans  le  même  plan  une  ellipse 
variable;  cette  dernière  ligne  est  assujettie  aux  conditions 
suivantes:  1°  elle  passe  par  un  point  fixe;  2"  elle  a  tous 
ses  systèmes  de  diamètres  conjugués  parallèles  à  ceux  de 
l'ellipse  fixe;  3"  en  menant  par  le  point  fixe  une  sécante, 
!e  pôle  de  cette  droite  doit  être  le  même  par  rapport  à 
l'ellipse  fixe  et  à  l'ellipse  variable  :  le  lieu  des  centres  de 
c;'tte  dernière  ellii  se  est  une  conique, 

(*)  Qiio.slion  i>ri'|>('st'c  au  lyri'c  Saiiil-T.oiiis. 


{ 31^  ) 

Le  iiTenie  élève  démon  Ire  celle  proposilioii  : 
Par  un  point  quelconque  de  la  directrice  d'une  conique, 
on  mène  une  tangente  au  cercle  décrit  du  fover  corres- 
pondant comme  centre,  et  avec  un  rayon  éyal  au  rayon 
vecteur  correspondant^  1  enveloppe  de  ces  tangentes  esi 
un  cercle  ayant  le  foyer  pour  cenlr<'  et  le  demi-paramèln 
principal  pour  rayon  (*). 

3.  M.  Regray-15elmy,  élève  de  Al.  Prouhel,  démontre 
cette  proposition  : 

Un  système  de  coniques  semblables  <*t  seniblablement 
placées  (homotliétiques),  étant  rencontrées  par  une  droite 
parallèle  à  un  axe  principal,  les  normales  menées  respec- 
tivement par  les  points  d'intersection  se  rencontrent  en 
un  même  point  situé  sur  le  second  axe  principal.  Ce  point 
est  le  foyer  de  la  conique  liomotliéti(jue  qui  a  la  sécante 
pour  directrice.  C  est  un  cas  particulier  de  ce  théorème 
général  : 

Soit  a"'Pm  -+-  a'"-^  P,„_i  -+-  •  ■  .«P)  -f-  Po  =^  o  léquation 
d'une  surface  algébrique  de  degré  m;  P,.  est  1  ensemble 
de  termes  de  degré  r-^  en  donnant  au  multiplicateur  va- 
riable a  toutes  les  valeurs  comprises  entre  H-oo  et  — oc  . 
on  obtient  le  système  d'une  infinité  de  surfaces  homo- 
tliétiques. Toute  fonction  des  coellicients  où  a  n'entre 
pas  a  la  même  valeur  pour  toutes  les  surfaces  ;  toute  fonc- 
tion des  coefficients  et  de  la  seule  variable  ^,  et  où  a 
n  entre  pas,  a  la  même  valeur  pour  tous  les  points  d  in- 
tersection du  système  par  un  plan  parallèle  au  plan  des 
yz-^  toute  fonction  des  coefficients  et  des  deux  variables 
j^,  r,  et  indépendante  de  <?,  reste  la  même  pour  tous  les 
points  où  une  parallèle  à  l'axe  des  z  rencontre  le  sys- 
lèmc 


(')  Cet  élève,  d'une  oxrcllenle  moralité,  n'a  pas  été  admis  a  concmirh 
Ijonr  l'admission  à  l'iîcolc  Normale;  t-nir  son  firnnni .  ainsi  ipn'  d":\iilrt>i 
do  la  ni(''mi'  rati'f'orio.  0  navin!.  . 


(  3.:i  ) 

4.  Théorème  de  Lambert.  Si  la  fonciloi)^  [x]  a  un  di\i- 
seur  rationnel  de  la  forme  a  -f-  bx'  +  ex''  -+-  dx^  + . . . ,  on 
trouvera  ce  diviseur  en  chercliant  le  plus  grand  commun 
diviseur  à  deux  polynômes,  dont  l'un  renferme  tous  les 
termes  de  degré  pair  de  f{x)^  l'autre  tous  les  termes  de 
degré  impair;  théorème  analogue  pour  le  cas  où  le  divi- 
seur rationnel  serait  de  la  forme  a-\-bx^  —  cx^-\~dx^. 
[Mémoii'es  de  l'académie  de  Berlin,  i  j63.) 

O.  Théorème  de  Leibnitz.  Dans  tout  système  de  nu- 
mération, si  l'on  écrit  au-dessous  les  unes  des  autres  les 
puissances  semblables  des  nombres  i ,  2  ,  3  ,  4  ?  •  •  •  ?  ^^s 
mêmes  chiifres  se  reproduisent  périodiquement  dans 
chaque  colonne.  [Correspondance  auec  Hennan?i  ,  an- 
née 1757. ) 

QIESTIONS. 


^  255.  Trois  cercles  a,  b,  c  sont  situés  dans  un  même 
plan. 

i".  Si  par  un  même  point  passent  trois  tangentes  inté- 
rieures communes  aux  cercles  rt,  ^;  è,  c,  c,  « ,  les  trois 
autres  tangentes  intérieures  communes  passent  aussi  par 
un  même  point. 

2".  Si  par  un  même  point  passent  une  tangente  inté- 
rieure commune  aux  cercles  a,  b  ;  une  tangente  extérieure 
commune  aux  cercles  b  ,  c:  une  tangente  extérieure  com- 
mune aux  cercles  c,  «;  les  deux  autres  tangentes  exté- 
rieures communes  aux  cercles  /?,  c;  c,  a,  cl  la  seconde 
tangente  intérieure  commune  aux  cercles  a,  b^  passeni 
aussi  par  un  même  point. 

'.V\  Si  parle  même  point  passentune  tangente  extérieure 
«ommune  aux  cercles  «,  b-,  une  tangente  extérieure  com- 
mune aux  cerchîs  b,  r-^  une    tangente  intérieure  rom- 


(  :î'4  ) 

iniino  aux  cercles  c.  a\  cl  si  les  flcHix  autres  tanyeiiles 
extérieures  commuues  aux  cercles  rt,  b-^  b,c  ue  forment 
(ju'unc  seule  droite  ni,  alors  la  seconde  tangente  inté- 
rieure commune  aux  cercles  rt,  c  passe  par  le  point  où 
(Cite  droite  m  louche  le  cercle  b.  (QuinnE.) 

250.  Soit  un  quadrilatère  A  BCD  circonscrit  à  un  cercle; 
on  décrit  un  second  cercle  louchaut  le  côté  A13  en  B  el  le 
côté  CD,  puis  un  troisième  cercle  loucliant  le  côté  AD 
eu  D  et  le  côté  BC;  la  droite  qui  va  du  point  A  au  centre 
du  second  cercle  fait,  avec  le  côté  A 13,  un  angle  égal  ;"i 
l'angle  que  fait  la  droite  qui  va  de  A  au  centre  du  troi- 
sième cercle  avec  le  côté  AD  (*).  (Qvidue.) 


SOllTIO^  DE  LA  QIESTIO^  228 

(voir  I.   IX,  p.  29S)  ; 

Pak  m.  l'abbé  LECOINTE, 

III-  la  maison  ecclésiastique  de  Vais. 


Les  trois  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  el  les  liois 
somjnels  A',  B',  C  d  un  tétraèdre  sont  donnés;  pai- un 
point  quelconque  iM  dans  le  plan  du  triangle  ABC,  ou 
mène  les  droites  MA,  MB,  MC;  on  prend  dans  l'espac*' 
un  point  S  tel  que,  dans  le  tétraèdre  SA'B'C,  on  ail 

SA'=MA;     SB'=:aJB;     SC'=MC; 
le  lieu  du  point  S  est  une  surface  du  second  degré. 

(  Jacob I.  ) 
Solution.   Posons 

BC  =  a,       AC=b,         AB  =  r,  M\  — /, 

MB  =  ,^,      !MC  =  //,      \'B'=n:,      A'C'=//, 

angle    B'A'C'=  y., 

«  1  le  point  A'  étant  pris  pour  origine  de  tiois  axes  rectan- 
gulaires, telsqu(!  A'B'C'soit  le  plan  des  X)  ,  el  A'B'  Taxe 


I   I  ilèmonslralion  flrmiicr  pap.n  >-?■  est  illusoire.  On  y  reviendra 


(  -^^^^  ) 

des  j]  dcsiguODs  par  x,  j',  z  les  coordoiinéos  du  point  S. 
Entre  les  six  droites  AB,  AC,  BC,  MA,  MB,  MC 
qui  joignent  deux  à  deux  les  quatre  points  A,  B,  C,  M, 
situés  dans  un  même  plan  ,  Carnot  {Mémoire  sur  la  rela- 
tion qui  existe  entre  les  distances  respectives  de  cinq 
points  quelconques  pris  dans  V espace)  a  donné  (page  7) 
une  relation  qui  peut  se  mettre  facilement  sous  la  forme 
suivante  : 

Or,  comme  on  a 

SA' '—p=  x'  H- y-'  +  z-, 

SB' '  =  g^  =  ^^  +  (r  —  m  )■-' H-  z\ 

.    se  =i}i'=.[x  —  n  sin  a )'  -h  {y  —  n  cos  a  )'  +  z\ 

il  s'ensuit  que  les  différences  f^ — ^'',  f^  —  A'^,  ^^ —  /i" 
sont  des  fonctions  du  premier  degré  en  x  et  r ,  et  par  con- 
séquent, la   relation  (1)  donne  une  équation  du  second 
degré  relativement  à  .r,y,  z\  donc,  etc. 
i"^  remarque.   Si  l'on  pose 

A  =  ^ mu  cos a.{ a" —  b- —  c-)  -\-  ^  n-  b'  cos-  ol  -4-  ^m^  c'-\-  a*  +  b' 

+  c' —  l[a^b'^  -\-  a-c-~i-  b'c'^), 
B  =4''^^'  sin^  ce. -\-  a'' -\-  b'  -\-  c'' —  2  («-^1-+  n-c-  -h  b-c''-) , 
C  =z  a" -^- b' ->r  <•' —  2.{n'b''-{-  a'c--h  b'c'), 
D  :=  4  w/'  sin  a  (/?'  —  b-  —  c' )  4-  4 /' '  ^ '  sin  2  a , 
E  =  —  2  m-n  cos  a  (/-r'  —  //-  —  c'-)  -{-  2  nb'^  cos  a  (  «-  —  i'  +  c'} 

—  4^^'^'  '^os  ly.  —  iinn^  (a- —  b- —  c'-)  -{-7,nir-  (a'4-  b'' — c"-) 

—  ^m^c^, 

F  z=  —  "xnfn  sin  a  [n'-'  —  b'^  —  c"\-\-  2 nh'^  sin  y.  [ r?-  —  b'^ -\-  r'' ) 

—  ^N^b''  sin  a, 

G  =  m' /?-  ( /•/■'  —  b'  —  r- )  —  ///-' c-  {/•/■+  /j^  —  r'  —  /«-' ) 

—  //-  b'  («'  —  />-■  +  c-  —  n-')  -|-  (Chu- ^ 


(  ;^1(>  ) 

l.i  surlaix"  du  second  degiô,  lieu  du  pciiiil  S,  c'>l  oxpiimé»- 
(>ar  1  ('qualiou 

Ajr'  +  B  J."  +  Cz-  H-  Dxr  -+-  K/  +  Fi -H  G  =  o. 
2'   remarque.   Si  les  deux  Iriangles  ABC.  A'B'C  soni 
lectangles  en  A  et  A  ,  e"esl-à-dirc  si  1  ou  a 

(7-=  b-  4-  c- ,        a  =:  0)0", 

I  équation  (i)  devient 

4f'  [m'- —  l>')y'-  -\-  4  b'  [rf-  —  c'-)  .r-  —  ^b-c-z--\-  ^mc-  (b'  —  /« ')  > 
H-  4  fib-{c-  —  72=)  .r  -f-  m'c-[m-  —  h- ) 
-\-  n-  b'  ( «-  —  C-)  +  ^' r-  ( rt-  —  ru-  —  «' )  =  o  , 

et  elle  représente  une  surface  du  second  degré,  ayant  pour 
centre  le  point  milieu  de  riiypoténuse  B'C.  Si  l'on  rap- 
porte alors  la  surface  à  son  centre  cl  à  ses  axes,  son  équa- 
tion devient 

/^c-  {m-  —  i') j'  +  4 ^*  (  «■•  —  c=  )  X-—  4  6' c'r.-' 
-\-  b-r  [a"-  —  ni-  —  «■)  =  o, 

équation  facile  à  discuter. 

!Soie.   i\liM.  VachoUe  et  I.amarlo  ont  traite  la  (picïitioii  à  luni  pirs  de  la 
moine  manière. 


SOLITION  DE  LA  O^ESTION  Ii8 

(  voir  I.  VI.  |i.  216  !  ; 

Par  m.   h.    FAURK, 

l.ioiitcnaiil  (rartillerie. 


l^a  xiclilication  de  la  courbe,  lieu  géométrique  d'un 
point  tel  que  si,  de  ce  point,  on  mène  deux  tangentes  à  une 
ellipse,  Tangle  qu'elles  font  entre  elles  soit  constant, 
ric'pend  des  fonctions  elliptiques.  (Stufboh.  ) 

Supposons  Tellipse  rap])nrléc  à  ses  axes   'la .   •?.]>  ^   soil 


(  3x7) 
tn  la  laugenlc  de  1  angh»  constant;  ré(|ualioii  du  lieu  i^éo- 
iTiétrique  est 


[.r'-+j' —  [a-  H-  è-)]w=  2\/«-j-+  b' X'  —  (H^//-, 
ou  eu  coordonnées  polaires  , 

4  f^^  sin-  w  H-  4  ^^  \         .       4  '''  ^^ 


pi  —  2  p'  I  c'  H ^ I  H-  ^' =  o  . 

en  posant 

a-  H-  /;-  =  C",      <î^  —  è-  =  (?-. 

Cette  équation  est  de  la  forme 

p^  —  2 p'/'( w )  -t-  ^^  =  O.  (  ^ of>  tome  IX  ,  page  142.) 

Soit  ds  l'élément  de  la  courbe,  on  aura 


''  =  \/^'-'-(^£)''''- 


Si  l'on  dilTérentie  l'équation  donnée ,  on  trouve 

2  o'^  dp  —  2y( oi)dp  —  pf  (  w  )  r/  w  r=:  o  , 
/'  (w)  étant  la  dérivée  de  f{^)-  On  tire  de  là 
'^P\-^  ?'[/'(-)]' . 

jl^J  4{p'  +  [/(o3)]---2p-'/(.,)j" 

mais,  d'après  l'équation, 

p' 2p-/(w)  =  —  A*  i 

donc 

d 


et 


4j[/(«)?-^i 

A/p\^^rl4[/(»)?  +  [/'(a))]— 4^i^ 


4|[/( 

puis 


(  •'»«  ) 

\)\i\\  aiilio  iùlc,  I  éijualii)U  de  la  couihc  Joiinc 

on  faisant  disparaître  les  radicaux  superposés. 
Il  vient  finalement 


2  v/2 

Si  donc  .V  et  5'  représentent  les  deux  arcs  qui  répondent  à 
la  même  valeur  de  l'angle  o) ,  on  trouvera 


--=7;/\/"^"'-"'  ^"-' 


s/2  J  V         /(«)  +  A-- 

ainsi  que  l'annonce  M.  W.  Roberts  cà  lendroit  cité. 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  /(w)  fst  de  la  forme 

A  H-  B  sin'  w  ; 

de  sorte  que  f  (w)  =  2B  siuo)cos  'j).  On  verra  alors  (juc 
le  numérateur  commun  aux  expressions  de  a  +  s'  ci 
s — s'  sera  de  la  forme 

D  -f-  Csin^ù), 

la  (luatrième  puissance  du  sinus  disparaissant.  Quant  au 
dénominateur,  il  sera  évidemment  de  la  forme 

E  +  Bsin'w. 
Or,  l'on  sait  qu'une  intégrale  de  la  forme 

_     r  v^D  -h  C  sin-' 


\/E  +  Bsin- 


.dr.^ 


dépend  des  fonctions  elliptiques. 

La  seconde  partie  du  théorème  de  M.  W.  Roberts.  qui 


(  ^'y  ) 

est  it'Ialivt!  aux  louibes  sphtM'iqiu's  ,  se  déniuitlje  d'iiiic 
manière  analogue  à  celle  que  nous  venons  de  donner  ici  • 
il  sufLii  de  se  rappeler  que  dans  ce  système  on  a 


r/.v  =  t  /  sin-  6  H-  (  — !-  1  r/ m  f  *  ) , 


SOlliTIO^  DE  LA  QIESTION  18: 

voir  t.  VII,  p.  157)  ; 

Par  m.    h.  FAURE, 

Lieutenant  d'artillerie. 


Soit  El   la  longueur  du  quadrant  dune  ellipse  dont 
rexcentricité  est  e,  le  demi-grand  axe  étant  i .  On  aura 

[  VV.    PvOr.KRTS.) 


On  sait,  d'après  Legcndre ,  que  Ion  a  entre  les  for.ciions 
complètes  E, ,  Fj ,  la  relation 


où  h-  est  le  complément  do  e^  \  donc 

E,  ^  rfF, 

=  F,  +  f  ■ 


I  —  r-  (le 


Le  développement  de  la  fonction  F, ,  ordonné  suivant 
lespuissances  ascendantes  du  module,  est,  comme  on  sait, 

F,  =  -    I  +—('■-  -h  -77-,  É-'  H jrrc-.  ^  +  •  •  •  )• 


(*)  Ainsi  les  théorèmes  \  et  .')  de  M.  Strebor  (tome  IX,  paj^e  i  \i  )  sont 
démontrés.  Tm. 


(     s  21)    ) 

On  aura  tloiic 


Va  3/. 4  2-.  4-6-  y 


dj^  _f /i:'  .    ''•3"'  ,   ,   .    i'3'.5'    .. 

de         2  V  2 


Jonc,  en  ajoutant,  j'aurai 

E,  TT/'        i-^  1^3-,  i^3^5- 

I  —  C-  1  \  2-  2'.  4  2^4     t) 

«loue 

E.  fdt 


7 '"'-h... 


X     (i  — e?^v/«'-t-' 


Le  terme  général  de  ce  développement  est  de  la  forme 

r-3\5'. .  .(2rt  — 1)^(2/2  +  1)    f  g="-^'f/6- 


2^4^..  (2«)^ 


J,  v'^ 


Or  {i^Oi/LACROix,  Calcul  fliffcrenliel  et  intégraî,w'^  iiird 


on  a 


^'^-  e'--"^' de  __  2.4.6.  . 


2  « 


3  5.7. . .  2  «  -f- 


Donc  notre  terme  général  se  réduit  à 
1 . 3.5. .  .2«  H-i 

; yi"-*-l 

2.46...        2  /■ 

par  suite, 


Jo    (•• 


E.ede  Tra/  r  i.3     ,       1.3.5 


'  -+-  -  a'  H ;r-  a'  -4 -— .  a'"-f- . 


f-)s/a.-'  —  e-'         ^    \         ?•  2.4.   ■     '2.4.6 

La  quantité  entre  parenthèse  n'est  autre  chose  qu 

I 

Ce  qui  prouve  la  relation  indiquée. 


(3: 


THÉOUÈIES  Sl]R  LES  COURBES  M  TROISIÈME  DEGRÉ; 

D'après  M.    George  SALMON  ,    a  Dublin. 

(Journal  de  M.  Crelle,  t.  X.LII ,  p.  274;  i85i  ;  en  français.) 


1.  Lemine.  Si  par  un  point  quelconque  d'une  coni- 
que, on  mène  quatre  droites  à  quatre  points  fixes  situés 
sur  la  conique,  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  est 
constant.  (ChAsles.) 

2.  Lenime.  Si  par  un  point  O  situé  dans  le  plan  d'une 
courbe  du  troisième  degré,  on  mène  les  six  tangentes,  les 
six  points  de  contact  sont  sur  une  conique.      (Pojvcelet.) 

Corollaire.  Si  le  point  O  est  situé  sur  la  couibe,  les 
quatre  points  de  contact  et  le  point  O  sont  sur  une  co- 
nique qui  touche  la  courbe  de  troisième  degré  au  point  O. 

3.  Théokème.  Le  rapport,  anharmonique  des  quatre 
tangentes  menées  par  un  point  quelconque  O  situé  sur 
une  courhe  du  troisième  degré  est  constant. 

Démonstration .  Soit  le  point  O'  consécutif  au  point  O  : 
les  quatre  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  O' 
sont  les  mêmes  que  ceux  des  tangentes  menées  par  O; 
les  six  points  O,  O'  et  les  quatre  points  de  contact  sont 
sur  la  même  conique  [corollaire)  \  donc  le  rapport  anhar- 
monique est  le  même  pour  le  point  O'  que  pour  le 
point  O  [lemnie  1)  5  donc  ,  etc. 

4.  Lenime.  Soient  deux  faisceaux  chacun  de  quatre 
rayons  semblables  j  les  deux  sommets  et  les  quatre  points 
d'intersection  des  rayons  homologues  sont  sur  une  même 
conique. 

Observation.  Les  faisceaux  semblables  sont  ceux  dont 
les  rapports  harmoniques  sont  égaux. 

Ann.  de  hlnihémat.,  t.  XI.  (  Septembre  i852.)  21 
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o.  Théorème.  P  et  Q  étant  deux  points  dune  courbe 
du  troisième  degré,  les  quatre  tangentes  qui  passent 
par  P  coupent  en  seize  points  les  quatre  tangentes  qui 
passent  par  Q^  il  existe  quatre  coniques  qui  passent  par 
quatre  des  seize  points  et  par  les  deux  points  P  et  Q. 

Démonstration.  C'est  une  conséquence  du  théorème  3 
cl  du  lemmc  -4. 


THÉORÈME  DE  M.  JOACliniSTIIVL  SUR  LES  LIG\ES  GÉODESIQUES 
DES  SURFACES  Ul!  SËCO\D  DEGRÉ,  A  CE\TRE; 

d'après  m.   le   professeur  GRAVES,    a  Dublin. 
(Journal   de    M.   Crellc,   t.  XLII,   p.   279;    i83i  ;    en   anglais.) 


1.  Leinnie.  ACB  est  le  chemin  le  plus  court  pour 
aller  du  point  A  au  point  B,  en  passant  par  le  point  i\ 
situé  sur  une  droite,  dans  l'espace,  lorsque  AC  et  B( . 
sont  également  inclinés  sur  cette  droite. 

2.  Lemme.  Deux  tangentes  menées,  par  le  même  point , 
à  une  surface  du  second  degré  à  centre,  sont  proportion- 
nelles aux  demi- diamètres  parallèles  à  ces  tangentes. 

3.  Lemme.  P  et  Q  étant  les  points  do  contact  de  deux 
plans  tangents  à  une  surface  du  second  degré  à  centre ,  la 
perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  le  plan  Q  est  à  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  sur  le  même  plan  Q, 
comnie  la  perpendiculaire  abaissée  de  Q  sur  le  plan  P  est 
à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  P. 

Démonstration.  La  proposition  est  évidente  pour  la 
sphère.  Par  la  méthode  métamorphique,  on  étend  la 
proposition  à  une  surface  (|uelconque  du  second  degré. 

4.  Lemme.  P  et  Q  étant  les  points  de  contact  de  deux 
plans  tangents  à  une  surface  du  second  degré;  L  la  droite 


(  3^3  ) 

d'inlersfciiou  do  ces  deux  plans ,  S  un  point  de  cette  droite 
tel,  que  PS  et  QS  soient  également  inclinés  sur  L;  les 
droites  PS  et  QS  sont  proportionnelles  aux  perpendicu- 
laires abaissées  du  centre  sur  les  plans  tangents  en  P  et 
en  Q. 

Démonstration.  Les  droites  PS  et  QS  sont  évidemment 
proportionnelles  aux  perpendiculaires  abaissées  de  P  et 
de  Q  sur  la  droite  L,  et  par  conséquent  aux  perpendi- 
culaires abaissées  de  P  et  de  Q  sur  les  plans  tangents  en 
Q  et  en  P;  donc  [Iciiuiw  3)  les  droites  PS  et  QS  sont  pro- 
portionnelles aux  perpendiculaires  abaissées  du  centre 
sui'  les  plans  Q  et  P. 

5.  Corollaire.  Les  droites  PS  et  QS  sont  des  tangentes 
à  la  surface;  donc  [lenime  2)  ,  les  demi-diamètres  paral- 
lèles à  PS  et  à  QS  sont  proportionnels  aux  perpendicu- 
laires abaissées  de  P  et  Q  sur  les  plans  P  et  Q  ;  autrement, 
la  perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  le  plan  Q,  multipliée 
par  le  demi-diamètre  parallèle  à  PS ,  est  égale  à  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  Q  sur  le  plan  P,  multipliée  par  le 
demi-diamètre  parallèle  à  QS. 

Obsert^'cttion.  Le  chemin  PSQ  est  le  plus  court  pour 
aller  de  P  à  Q  en  touchant  la  droite  L  [lemnie  \  ). 

6.  Théouème  de  Joachimsthal.  Soit  un  point  P  situé 
sur  une  ligne  géodésique  tracée  sur  une  surface  du  se- 
cond degré  à  centre j  menons  en  P  la  tangente  à  la 
courbe  et  le  plan  tangent  à  la  surface  ^  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent^  m,ullipliée 
par  le  demi- diamètre  parallèle  ii  la  tangente,  donne  un. 
produit  constant. 

Démonstration.  Soient  P,  S,  Q  trois  points  consécu- 
tifs sur  la  ligne  géodésique.  Ayant  égard  au  corollaire  et 
à  l'observation  qui  précèdent,  le  théorème  devient  évident. 
{Voir  Journal  de  Mathématiques^  t.  XI,  p.  22;  1846.) 

'11. 


(  324  ) 
TnÉORÈME  SIR  l'ÉQlATIOX  CIBIOIE; 

Par  m.   PROUHET, 

Professeur. 


Théorème.  Si  l'équation  fhi  troisième  degré  a  une 
racine  de  la  forme  a  -\-  sjb^  a  et  b  étant  des  nombres 
comtnensurables j  les  quantités  contenues  sous  le  radical 
dans  les  formules  ordinaires,  deviennent  des  cubes 
parfaits  (*). 

Cette  proposition  se  trouve  implicitement  énoncée 
dans  V Algèbre  d'Euler  (art.  749)^  elle  doit  avoir  été 
démontrée  quelque  part,  car  les  analystes  qui  se  sont 
exprimés  sur  le  cas  irréductible  ont  dû ,  avant  tout . 
chercher  à  ramener  les  radicaux  cubiques  à  la  forme 
a  -h  b  s/ —  I  ;  et,  voyant  que  cela  ne  pouvait  se  faire  en 
général,  chercher  dans  quel  cas  cette  réduction  est  pos- 
sible. Voici ,  au  reste ,  comment  je  démontre  ce  théorème  : 
Soit 

x''  -+-  p.v  -f-  r/  =r  o  ; 

les  racines  sont  données  par  la  formule 


Si  l'on  désigne  par  a,  |S,  y  les  trois  racines,  et  si  Ton 
observe  que  — (4/''  +  27^/*)  est  le  dernier  terme  de 
l'équation  au  carré  des  différences,  savoir: 

on  aura 


=v/"-? 


,    (^•-^)(°^-7)(p- 


^V-^ 


C)  Tome  X,  page  3'|9,  on  lit  carrés.  C'est  une  faute  qui  n'est  pns 
indiquée  dans  Vcnata. 


(  3.5  ) 
Si  mainlenuiil  on  suppose 

a  =  <7  +  y//-», 
les  deux  autres  raeines  seront  nécessairement 

fj  ^=  n —  \jb,      7  =  —  2«, 
et,  par  suite,  la  formule  de  résolution  devient 

.=  ^-„(a'-b)+[za'-'Ç)^-t^..., 
et  il  est  facile  de  vérifier  que 

Quant  à  la  quantité  placée  sous  le  radical  carré,  on  voit 
(pi'elle  devient  un  carré  parfait  lorsque  deux  racines  sont 
de  la  forme  a  -{-  b  \l —  3,  a  —  b  \  —  3,aet^  étant  com- 
mensurables.  Ce  qui  fournirait,  au  besoin,  un  moyen  de 
résoudre  en  nombres  cominensurables  l'équation 


GOI\COVRS  D'ADIIISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE,  POUR 

L ANNÉE  4  852 

l'TOir  t.  XI,  p.  108). 


MATHÉMATIQUES. 

Première  question. 
Exposer   la  résolution  trigonomiétrique  des   triangles 
icctilignes  quelconques. 

application.  Etant  donnés 

a  =1  1 1723'",35, 

h=   9682'», 87, 

et  l'angle  compris 

C=  82" 5'  i5",7, 

trouver  les  autres  parties  du  triangle. 


Se  cou  (le  q  lies  lion . 

On  dunnc  \i.nv  conique,  ellipse,  hyperbole  ou  para- 
bole, et  deux  axes  fixes  qui  passent  par  un  foyer  et  font 
entre  qux  un  angle  de  grandeur  déterminée.  On  fait 
rouler  sur  la  courbe  une  tangente,  et,  par  les  points  où 
cette  droite  rencontre  dans  chacune  de  ses  positions  les 
axes  fixes,  on  mène  deux  autres  tangentes  à  la  courbe: 
ces  deux  dernières  tangentes  se  coupent  en  un  point  dont 
on  demande  le  lieu  géométrique. 

Noie.  Tri.'S-l)oiine  question  ,  qui ,  se  ramenant ,  par  la  méthode  perspec- 
tive, au  cercle  et  à  deux  diamètres,  donne  une  solution  intuitive.  On 
s'aperçoit  que  la  question  a  été  formulée  par  des  géomètrrs  et  non  par 
des  chiffir'urf. 

PHYSIQUE. 

Qu  est-ce  que  1  on  entend  par  degré  liygrométrique  de 
lair?  Quel  est  le  meilleur  procédé  physique  pour  en  trou- 
ver la  mesure?  Comment  peut-on  apprécier  l'approxima- 
tion dont  la  méthode  est  susceptible?  Enumérer  nette- 
ment et  séparément  tous  les  principes  de  physique  sur 
lesquels  on  est  obligé  de  s'appuyer.  Exposer  en  peu  de 
mots  une  démonstration  expérimentale  ou  raisonnée  de 
chacun  d  eux. 

Propriétés  du  miroir  sphérique  convexe. 

Note.  Nous  apprenons  avec  plaisir  que  la  mesure  annoncée  au  bas  do 
la  page  3ia  a  été  modifiée.  L'élève  Frank  Aron  a  enjln  reçu  sa  lettre  d'ad- 
mission au  concours,  la  vrille  du  concours.  11  faut  se  rappeler  que  nous 
sommes  au  milieu  du  xix*  siècle,  et  non  à  la  fin  du  xvii^  «ii/'cle,  •  oc- 
tobre ifiSô.  Principiis  ohsln. 


mn  SIR  LH  THEOREME  RE  (.OI.RK\(:il 

I  voir  p.   j"< 


Ee  iecleur  s'est  sans  ddiitc  apiMtii  que  i-  <'st   par  inud- 
\ertanre  qu  on  n  ins»''r<'  la  piélcnihic  jiremière  di'nion.':- 
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Iralion  de  ce  théoième  (*).  Il  faul  s'en  tenir  à  celle  d  Eu- 
](ir,  qui  a  donné  même  une  plus  grande  extension  à  re 
iliéorème  qu'il  énonce  ainsi,  mais  sans  démonstration  : 

Tout  nombre  entier  qui  n'est  pas  compris  dans  la  for- 
mule 4  mn —  m  —  n  est  nécessairement  compris  dans  la 
formule  x~  -f- J"  +.)  • 

Et  il  en  conclut  que  1  expression 

4  inn  —  ni  —  «  -h  x'  -\-  >-'  -+-  y 

renferme  tous  les  nombres  possibles.  En  etî'et,  si  le  nom- 
bre est  compris  dans  4  '"'^  —  fn  —  «  ,  il  suffit  de  faire 
.r=j'-=o;  s'il  est  compris  dans  x^-\-j^-hji  il  faut 
faire  m=zn:^=o^  et,  d'après  le  théorème,  le  nombre 
doit  être  compris  dans  l'une  ou  dans  l'autre  expression;  il 
est  facile  d'ailleurs  de  démontrer  que  le  même  nombre  ne 
peut  être  renfermé  simultanément  dans  les  deux  expres- 
sions. En  effet,  on  aurait 

4  mn  —  m  —  n  =  x''  -\-  j^  -\-  j  ; 
on  en  tire 

(4w  — i)(4/j  — i)=  /[a:'-h{2f-hiy; 

équation  impossible;  la  somme  de  deux  carrés  ne  peut 
être  divisible  par  un  nombre  de  la  forme  4  «  —  i  • 

Goldbach  ajoute  qu'on  peut  ramener  4  fnn  —  m  —  n  k 
la  forme  r'  -^J  —  X'.  En  effet,  on  a 

(4»?  —  0  (4  "  —  0  =  (2J  +  •}■  ~  4-^' 

=  ("ir  -+-  2a:-f-i)('2j  —  2X-H  i); 
on  fait 

j»-  =  ///-}-//—  I  ; 
ainsi  tout  nombre  entier  est  de  la   forme  y^  -\-j  ±  x^^ 

(*)  L'équation  n"^^n  m'a  trompe.  Il  s'agit  de  n — h";  par  conséquent, 
n  s'annule,  et  avec  n  l<i\it  le  raisonnement. 
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c'csl-à-dire  loul  nombre  est  égal  au  double  tluu  nombre 
iriangulaireplus  ou  moins  uu  carré  (le  zéro  non  compris). 
Observatiofi.  Ce  qui  précède  est  dans  une  Lettre  de 
Goldbach  à  Euler,  datée  de  Moscou  le  7  juin  (nouveau 
style)  1742;  Correspondance  niathémaUqiie  et  physique, 
tome  I,  page  laS.  Les  démonstrations  sont  de  ^L  Le- 
bcsgue. 


SOllTION  DE  LA  (JIESTIOÎV  253 

(voir  p.  1)5)  ; 

Par  mm.  A.  THIOLIER,  élève  à  l'École  des  Mines  à  Saint-Étienne; 
A.  EVRIAUD ,  éK've  de  Mathématiques  supérieures  au  lycée  de  Douai  ; 
L.  PAIÎVVIN,  licencié  es  sciences  mathématiques. 

Etant  donnés  deux  cônes  de  révolution  autour  du  même 
axe-,  un  plan  tangent  au  premier  cône  coupe  le  second 
cône  suivant  une  conique,  et  un  plan  tangent  au  second 
cône  coupe  le  premier  cône  suivant  une  seconde  coni- 
que. Une  de  ces  coniques  est  égale  à  là  focale  de  l'autre 
conique.  (Dieu.) 

Démonstration  géométrique . 

Je  supposerai  démontrés  les  théorèmes  suivants  : 

1".  Le  lieu  fies  foyers  d'une  ellipse,  dans  V espace, 
est  une  hyperbole  ayant  son  axe  transverse  égal  à  la 
distance  des  foyers  de  V ellipse,  et  son  axe  non  trans- 
verse égal  au  petit  axe  de  l'ellipse. 

2".  Réciproquement  :  Le  lieu  des  foyers  d'une  hyper- 
bole, dans  l'espace,  est  une  ellipse  ayant  son  grand 
axe  égal  à  la  distance  des  foyers  de  l'hyperbole,  et 
pour  petit  axe,  Vaxe  non  transverso  de  l'hyperbole. 

3".  LjC  lieu  des  foyers  d' une  parabole ,  dans  l'espace, 
est  une  fiarabole  égale  à  la  première. 
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i^'  cas.  Soient  SXYle  premier  cône  {fiQ- 1),  S'X'Y'  le 
second.  Nous  pouvons  supposer  les  deux  plans  tangents 
SY  et  S'X'  perpendiculaires  au  même  méridien. 


Fig.  I . 


Pour  démoïitrer  que  la  courbe  d'intersection  du  cône 
SXY  par  le  plan  S'X'  est  égale  à  la  focale  de  la  courbe 
d'intersection  du  cône  S'X' Y'  par  le  plan  SY,  il  suffit  de 
démontrer  que 

A'B  =  FF', 
et  que 

\jy  -1j^  =  \/Âb'-  FF''; 

cela  revient  à  démontrer  ces  deux  égalités,  A'B  =  FF'  et 
AB  =fj\  Or  nous  savons  que  AF  =  BF',  que  B/=  A'/'. 
Or,  comme  By=  BF',  on  a 

AF=zBF'  =  B/=  A'/'. 

Les  deux  égalités  à  démontrer  se  réduiront  donc  à  une 
seule  5  car,  si  nous  considérons  l'égalité  FF'=  A'B,  elle 
peut  s'écrire 

FF'  +  AF  +  BF'  =  A'  B  +  B/4-  A'/', 


ou 


AB=//'. 


(  3e^O         ) 

T. a  (|ueslion    lovieiil  <lrmr  à  (U^monlier   soiilciiicnt    cctlr 
«lernière  égalité. 
Or  on  a 

BF  =  B/'  ; 
ilonc  on  a  aussi 

BF  -h  FA  =  B/'  -t-  B/, 
ou 

AB=//'.  C.   Q.    F.   D. 

2*^  ca.v.  Le  plan  langent  au  premier  cône  coupe  le  se- 
cond, suivaut  une  parabole. 

II  est  évident  alors  que  les  deux  cônes  ont  des  angles  au 
sommet  égaux;  alors  la  simple  considération  de  la  symé- 
trie de  la  figure  fait  voir  clairement  que  les  deux  para- 
boles d'intersection  sont  égales  :  il  serait  du  reste  facile  de 
faire  une  démonstration  plus  rigoureuse. 

Démonstration   analytique   {*). 

Je  suppose  que  l'on  ne  connaisse  aucun  des  théorèmes 
énoncés  au  commencement  de  la  démonstialion  précé- 
dente, et  je  vais  faire  la  démonstration  directe  de  la  ques- 
tion proposée. 

Considérons  deux  cas  :  i"  le  plan  tangent  .à  1  un  des 
cônes  coupera  le  second  suivant  une  ellipse  ou  une  hypei- 
bole;  2"  il  le  coupera  suivant  une  parabole. 

L'équation  générale  des  sections  coniques  est 

2  d  sin  a  sin  S  sin  a  sin  (  a  H-  2  S  ) 

>■'  = -1^ —?. —  ^  } 

•^  «-os  fi  cos*  S 

a=SAB,      et      2fi  =  ASB,      r/=SA. 

Considérons  le  premier  cas  et  rapportons  la  courbe  à  son 
(t'utre;  pour  cela  il  sulVua  de  clianger  x  en  x  -i-  a  .  cv  qui 

*     (.«'  qui  suit  :ippnrlionl  il  MM.  P;>inviii  et   Ihiolier 
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donnera 
2.d  swic  sin  fi 


sina  sini  a  H- 26)     ,        2  r/ sin  a  siii  [î 

^ !_i   jr^   — |—    — ■ — 


cos  [i 
2rt  sinfl  sin(aH-2^}  | 
cos'  P  ! 

ce  qui  donne  pour  1  abscisse  du  centre 

rf  sin  2  S 

«  =  — ■■ — -, IT" 

2  sin  [y.  -+-  2p. 

Substituant  cette  valeur  dans  léqualion,  ou  aura 
^       sin  a  sin  (a  +  2(5)    ^       rf- sin  a  sin'fi 


sin  a  sin  (  a  +  2  B  ) 

^^ — r ^7 

ces'  [5 


:a) 


ces-  3 


sin  (ot  -t-  2  fi; 


Fig.   2. 


Or  nous  VOYOUS  que  si  ion  considère  maintenant  1  iu- 

lerseclion  du  cône  S'X' Y'  par  le  plan  SX.  il  suffira  de 

r  ,         ,  .        sin  S 

clianerer  a  en  ooo"  —  ce .  .:  en  a  -f-  ;i  et  d  en  c/  -7— j — — rr'- 
o  -  '  sin  (  a  -H  jj  j 

alors  nous  aurons 


C.B) 


sin  a  sin  (  a  -f-  2  3  ) 


ci-  sin  a  sin-fj 


cos'  [v.-hfj]  sin  f  7.  -h  2  S  ' 

On  voit  facilement  que  si  Téquation   (A)  représente  unr 
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rllipse,  1  équation  (B)  représentera  une  hvpcrl)ole.  et  ré- 
ciproquement. 

Cherchons  maintenant  le  lieu  des  foyers  de  la  courbe 
représentée  par  l'équation  (A),  et  démontrons  que  son 
équation  est  identique  à  celle  de  la  courbe  représentée 
par  l'équation  (B). 

Soient />,  ^,  /les  coordonnées  de  l'un  quelconque  des 
foyers,  écrivons  que  sa  dislance  à  l'un  des  points  quel- 
conques de  la  courbe  est  une  fonction  rationnelle  entière 
et  du  premier  degré  des  coordonnées  de  ce  point,  ce  qui 
nous  donnera  la  relation 

en  prenant  pour  plan  des  xj  le  plan  de  la  courbe  lui  - 
même .  pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  élevée  à  ce  plan 
par  le  centre  de  la  courbe,  pour  plans  des  zx  et  des  zy 
les  plans  qui  passent  par  l'axe  des  z  et  les  axes  corres- 
pondants de  la  courbe. 

Identifions  la  relation  (C)  avec  l'équation  (A)^  nous 
aurons  les  cinq  relations  suivantes  : 

(  i  )  /un  =  o  , 

,    ,  I  —  «'        sin  a  sin  l'a  H- 2  S) 

(2!  = '-^ tl, 

i  —  /w'  cos^  8 

,  ^,  iH  sin  a  sin-  â 

'  '  sin(a-t-2p) 

La  relation  (1)  donne  ///  =  o  i-l  //  =  o.  Supposons  d  a- 
bord  in-=  o,  alors  la  relation  (4)  donne  (jr=o,  ce  qui 
prouve  que  le  lieu  sera  coutcMiu  tout  entier  dans  le  plan 
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des  zx.  La  n'iation  (2)  donne 

V  cos^  8  —  sin  a  sin  (  a  -+-  2  8  ) 

n  =  ■ i L_i, 

cos  p 

et,  en  simplifiant, 

COs(a+  p) 
cos  p 
la  relation  (3)  donne 

p  cos  p 


cos  (  a.  -+-  8 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (5) ,  nous  au- 
rons l'équation  du  lieu 

p-cos-\i       _        r/- sina  sin^  p 


jy-h  r^  — 


cos^(«+fi)  sin(a-f-2p)' 


et,  en  simplifiant, 

_,  sin  a  sin  (a -h  2  8)  r/^  sin  a  sin- 8 

^     '  cos^(a  +  !3)       ^  sin(a  +  2p) 

On  voit  donc  que  cette  équation  ne  diffère  de  1  équa^ 
tion  (B)  que  par  le  nom  des  variables-,  elle  représente 
donc  un  lieu  identique.  C.  Q.  F.  D. 

Note.  M.  Thiolier  démontre  de  la  même  manière  le  cas  de  la  parabole. 


FORMULES  DES  FO^CTIO^S  DE  M.  STIRM  POUR  LES  ÉQUATIONS 
Dl]  DEUXIÈME,  DU  TROISIÈME  ET  DU  QUATRIÈME  DEGRE; 

Par  m.  KORALEK, 

Professeur. 


i .  On  trouve  ordinairement  ces  fonctions  calculées 
pour  des  équations  tronquées;  nous  croyons  utile  de  don- 
ner ces  fonctions  pour  des  équations  complètes.  On  n'aura 
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besoin  que  de  iaire   des   substilutious  miinériqut  ;>  [>uhi 
cozinaitre   iinniédiatement  le    nombre   el  les  signes   des 
racines  réelles. 

Équation  du  deuxième  degré. 

V  =  A2  x'  -\-  \yX  -\-  A„  =  u, 
V,  =  ikiX-\-  A,, 
V,  =  AÏ  -4  A,  A,. 

Equulioii  du  troisième  dci^rc. 

V  =  AjX-'  +  Ai  JT-  H-  A,  X  +  Au  =  0, 
V,  =  3  A3  x=  -h  :i  Aj  j:  H-  A| , 
V,=  2^(A5  —  3  A.  A3)  +  (A,  A,  — 9  A,  A,;, 
\   =  —  4  A„  A^  A3  4-  18  A„  A,  A,  A^ 

-27AJ  A^-f-  AJA^A3-4A^  A-. 

Equation  du  quatrième  degré. 

V  =  A,  j:'  +  A3  .r^  h-  A. x-  4-  A,  x  -f-  Au  =  o, 
V,  =  4  Al  -2^^  +  3  Ao  a:=  +  2  A2  x  +  A, , 
Vj  :=  px-  -h  fjx  -i-  r,     p  =  3  Al  —  8  Ao  Ai , 
7  =  2  Aj  Ai  —  r  2  A|  A, ,      rz=  A,  A3  —  16  Au  A4 , 
\,  =  ax  -h  b, 
16a  =  (2  A,  A3—  12  A,  A4)(9A^  —  32A,  A3  A.  +  48A,  AJ) 
—  (3A^— 8AjA0(6A,A'3-i6A5A,,-4a,A3A,+64A„AJ), 
a  =  32AoA,Aj  —  I2A„A^AJ  +  28a,A,A3AÎ  —  6A,A^A< 
—  36a;  AJ  H- 2A'^  A^  A<  —  8A»AJ, 
16  b  =:(A,  A,  —  i6AoA,)(9A^  —  32  A,  A3  A,  +48A,  A'J) 
—  A.(3A'3 -8A,A,)% 
b  =  —48  Au  A,  A^  -+  32Au  AjA^A^  —  9AU  A^  A. 
4- A,  A^A- A,  —4  A,  a:;  A^  +  3  A'{  A,  A;, 
\ i  =  b  (ar/  —  bjj)  —  a-r. 

Sole.  Pour  connaître  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  cqualion  algé- 
brique de  degré  n,  il  sullil  de  connaître  les  roeHicientsdes //rcm/t'/i  termes 
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des  fonctions   de   M.   Sturni.  Or,  ces  coelTicients  se  calculent   iacileiuent 
d'après   le    procède    de  M.    Cayley    {Journal  de  Malhûiiaiiijues ,    t.    XI, 
p.  298;   1846). 
Soit  l'équation 

On  a 

\  m  =  A  x  -+-■■■; 

représentons  par  S.  la  somme  des  racines  élevées  chacune  ù  la  puissance  t. 
Formons  les  suites 

)  =  S  —  o    S     • 

■  in-h-i  m+i         ri      m 

_  , ,  -  P    S 

■  m+i  ni+2        '  1      «1+1 


I    aura 

^l  ,    Si'---'    ■^m— I  »    Vm-f-i 

A  =::  déterminant  /ce  <       n 

\  ^.^,   ^3,  •  •  •  ,   ■5,,,,   V„,+j 


■'^m-i'    ^nn---'    ^2m-3'    0-2,„_i 


Tm. 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  AUX  LYCÉES,  ANNÉE  1850; 

Par  m.  dieu, 
Agrégé,  docteur  es  sciences. 


COMPOSITION    DE    MÉCANIQUE. 

Première  question.  Un  point  matériel  pesant  glisse 
sans  Jrottenient  sur  une  courbe  liée  à  un  axe  r>ertical 
autour  duquel  elle  tourne  unifornicment  ^  on  demande  à 
quelle  condition  cette  courbe  doit  être  assujettie  pour 
que  le  point  glisse  d'un  mouvement  uniforme. 


(  m  ] 

Seconde  queslion.  Une  droite  sur  laquelle  un  point 
matériel  pesant  glisse  sans  frottement,  tourne  unifor- 
mément autour  (Vun  axe  horizontal  auquel  elle  est  liée; 
déterminer  le  mouvement  du  /Joint  sur  la  droite. 

1**.  Le  mouvement  du  point  sur  la  courbe  tournant 
autour  de  Taxe  est  identique  à  celui  qu'il  aurait  sur  celle 
courbe  rendue  fixe,  si  on  lui  appliquait  continuelle- 
ment une  force  égale  à  la  force  centrifuge  provenant  de 
la  rotation  autour  de  l'axe;  donc  il  s  agit  de  trouver  la 
courbe  pour  laquelle  la  somme  des  composantes  tangen- 
ticUes  de  la  force  centrifuge  et  de  la  pesanteur  est  tou- 
jours nulle. 

Laxe  des  z  coïncidant  avec  Taxe  vertical  fixe  et  étant 
dirigé  de  bas  en  haut,  si  Ion  désigne  par  x.y^z  les 
coordonnées  du  point  à  la  fin  du  temps  / ,  par  ds  l'élément 
correspondant  de  la  courbe,  et  par  o)  la  vitesse  angu- 
laire constante  autour  de  Taxe  des  r,  la  composante  tan- 

gentielle  de  la  pesanteur  est  — S~r'  ^^  celle  de  la  force 

centrifuge  est  hr  ix  — — f- r-r-  )»  car  les  composantes  de 

cette  force  suivant  les  directions  des  axes  sont  xw',  yur 
et  o.  Ainsi  la  courbe  doit  satisfaire  à  l'équation  différen- 
tielle 

^  <-/:;  =1  w^  (  X  f/,r -t- /  flf»  ) , 

dont  l'intégrale  est 

qui  représente  un  paraboloïde  de  révolution  autour  de 

l'axe  fixe.  Doue,  la  condition  demandée  est  que  : 

La  courbe  engendre ,  en  tournant  autour  de  l'axe 

fixe,  un  paraboloïde  dont  la  distance  du  foyer  au  som- 

I    ^ 
met  soit  é^ale  à  -  —• 


(  337  ) 
a".  La  droite  fixe  étant  prise  pour  axe  des  x,  et  le  plan 
du  cercle   de    gorge  de  l'hyperboloïde   engendré  par  la 

droite  mobile  A,  pour  celui  des  yz  ^  Taxe  des  z  sera  vertical 
et  dirigé  de  bas  en  haut,  celui  des  y  horizontal  et  dirigé 
de  manière  que  la  rotation  de  A  autour  de  l'axe  des  x  s'ef- 
fectue de  celui  desj"  vers  celui  des  z.  Cela  posé,  soient  : 

w  la  vitesse  angulaire  constante  avec  laquelle  A 

tourne  autour  de  Taxe  des  x-, 
r    le  rayon  du  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloïde, 

égal  à  la  plus  courte   distance  de  ces   deux 

droites  ; 
a   Vx  d'un  point  B  de  A  : 
R  la  distance  de  B  à  l'axe  des  x-, 

d    l'angle  que  la  projection  de  R  sur  jz  fait  avec 

l'axe  des  y  quand  t  =  o  ; 
oc    l'angle  constant  que  A  fait  avec  l'axe  des  x,  et, 
à  la  fin  du  temps  f,  /5  ,  y  les  angles  (variables) 
que  A  fait  avec  les  deux  auti^es  axes  de  coor- 
données ; 
jc,  y,  z  les  coordonnées  du  mobile ,  à  la  fin  du  temps  f  ; 
s    la  longueur  (prise  avec  le  même  signe  que  x) 

de  la  partie  de  A  comprise  entre  le  plan  yz 
et  le  point  (x,  y,  z). 

A  la  fin  du  temps  f ,  qui  sera  compté  à  partir  de  l'in- 
stant où  la  droite  A  coupe  Oj  ,  les  coordonnées  du  point 

où  elle  perce  yz  sont 

o,      r  cos  o>  t,      r  sin  wf  ; 

et  celles  de  B  sont 

rt,      R  COS  (o -h  wf  ),      R  sin  ^'lÎH- w^); 
Ami.  de  Mathémat.  XL  (Septembre  i85i.)  ^2 


(  ;^38  ) 

tlonc 

Rcos((ÎH-wï)  —  rcoswr 

cos  a  =  cos  a . ^ 5 

'  a 

R  sin  /  (î  4-  w  f  i  —  /•  sin  w  / 
cos  7  =  cos  a . '■ ! 


et 


cos  s  cos  7 

y  = X  -\-  r  cos  Oit,      z  = .r  +  /■  SI  n  w  ^ 

cos  a  cos  y. 


D'ailleurs,  en  prenant  convenablement  le  sens  des  x  po- 
sitives, on  a 

X  =::  s  cos  y. . 

Les  composantes  parallèles  aux  axes  de  la  force  centri- 
fuge sont,  pour  le  point  [x-,  y^  z) , 
o ,     w- j ,     w'  3  ; 

donc  la  composante  de  cette  force  suivant  la  droite  A 
est  exprimée  par 

w'(  jr  cosjî  -H  :;  COS7), 
ce  qui  revient  à 

R  cos^  —  / 
oM  s .  sin'  y.  -+-  J-  COS  y. .  


d'après  les  équations  précédentes,  et  eu  égard  à  ce  (pu- 

cos^  |3  -h  cos*  y  =  sin^  a. 

Enfin,   la  composante  de  la   pesanteur   g  suivant   la 

droite  A  est 

R  sin  (^H-  w^)  —  r  sin  w; 

—  g  COS  a . ^ 

a 

D'après  cela,  l'équation  du  mouvement  suivant  la  droiti; 
A  est 

d-s  .   ,  R  sin((î  H- w/.i  —  rsinw? 

w-  sin'  a .  .f  =  —  g  COS  a  . 

(It-  n 

R  COS  5  —  /• 

-f-  /•  w^  COS  a  .  • 


(  ^^9  ) 
Ou  voit  racilcmenl  que,  C,  C  désiguaut  deux  conslaïUes 
arbitraires,  l'intégrale  de  celte  équation  est 

oj  t  sin  or  —  0)  t  sin  v. 

s  ■=.  Ce  +  C  e 

R  sin  (o  4-  wf)  —  r  sin  w?       /cosa.fRcoso  —  /■) 

_|_   cr  pos  7. .  ^ —. ^ — : 

^  «  w-(iH- sin^a)  «sin'-a 

(e  est  la  base  des  logarithmes  népériens)^  et,  par  suite, 
on  a,  en  désignant  par  p  la  vitesse  du  mobile  à  la  fin  du 
temps  î, 

/  „    'j>t  sin  PC         ^,    —  '.->  t  sin  k  \ 
('  =  wsina.\C6?  — Le  ) 

R  cos(S  -\-  Mt)  —  /•  cosMf 

-H  g  cos  y. .  — : 

a  w(i+  sui- a) 

Ces  deux  formules  donneront  les  valeurs  de  5 ,  i^,  à  un 
instant  quelconque,  quand  on  aura  déterminé  C,  C, 
d'après  les  valeurs  initiales;  elles  feront  par  conséquent 
connaître  le  mouvement  du  point  matériel  sur  la  droite  A, 
dont  la  position  sera  déterminée  par  les  coordonnées  du 

point  où  elle  perce  le  plan  jz ,  et  les  valeurs  correspon- 
dantes de  cos  a,  cos ,6,  ou,  si  l'on  aime  mieux,  on  cal- 
culera X,  .7";  ^  au  moyen  des  équations  qui  ont  d'abord 
été  posées. 

,^.    ^  ">  ,  -  .  Oj  t  sin  y  ,. 

bi  C  '^  o,  le  terme  qui  contient  e  ,  comme  lac- 

teur,  finira  toujours  par  dominer  dans  les  valeurs  de  s  et 
de  V  qui  croîtront  indéfiniment  avec  t. 

Si  C  =  o,  ce  seront  au  contraire  les  termes  contenant 
les  lignes  trigonomélriques  qui  domineront  à  la  longue, 
de  sorte  que  le  mouvement  tendra  à  devenir  oscillatoire. 


23. 


(  :M-  ) 


CO^COIRS  1»  AGREGATION  AUX  LYCEES,  A\\ÉE  1819 

Par   m.    dieu, 

Aprégé ,  docteur  es  sciences. 


COMPOSITIUA     DE    MÉC.VMyVE     [*  j  . 

Deux  points  matériels  pesants  s'attirent  en  raison 
directe  des  masses,  et  en  raison  inverse  des  carres  des 
distances  ,•  ils  ont  des  vitesses  initiales  parallèles  et  di- 
rigées dans  un  nicnie  plan  vertical  :  dèterininer  le  mou- 
vement de  ces  points  dans  le  vide. 

Il  est  d'abord  évident  qu'ils  ne  sortiront  pas  du  plan 
vertical  des  vitesses  initiales. 

Soient  : 

/«,  m'  les  masses  dis  deux  points,  et  ni  -+-  m'  =  ///,  ; 

»^o  5  ^''    les  vitesses  initiales  de  m  et  ///; 

G  le  centre  de  gravité  de  ces  masses  à  un  instant  quel- 
conque \ 

(t'o  sera  positive,  v^  positive  ou  négative,  selon  qu'elle 
sera  de  même  sens  ([ue  Vo  ou  de  sens  opposé). 

G  se  mouvra  dans  le  plan  des  vitesses  initiales  ("omme 
un  point  matériel  pesant  et  libre,  qui  partirait  de  la 
position  initiale  de  G  avec  la  vitesse 


parallèle  à  l'o  (principe  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité). Donc,  G  décrira  une  parabole  si  cette  vitesse  n'est 
pas  nulle  ou  verticale,  cl  une  droite  dans  ces  deux  cas 
particulieis. 


(*)  La  composition  d'analyse  de  l'année  18^9  se  trouve  à  la  pape  fiO 


(  ■'!'  ) 

Pour  recoiiiiailic  «jiiels  seront  les  mouvemeiils  de  m 
et  m'  relativement  à  G,  il  faut  :  i°  imprimer  d'abord  à 
ces  masses  des  vitesses  égales  et  contraires  à  la  vitesse 
initiale  de  G,  de  sorte  que  leurs  vitesses  initiales  devien- 
dront respectivement 

///  ,  m  , 

—  •'"  — "o)' i"o— <%); 

■i"^  leur  appliquer  à  chaque  instant  une  force  accéléialrice 
égale  et  contraire  à  la  pesanteur  qui  ferait  suivre  à  un 
point  matériel  libre  le  mouvement  du  point  G  (principes 
des  mouvements  relatifs).  Or  la  force  accélératrice  ajou- 
tée ainsi,  détruisant  1  eilet  de  la  pesanteur  sur  m  et  ni\ 
les  mouvements  de  ces  masses  par  rapport  au  point  G  ne 
seront  dus  qu'à  leurs  vitesses  initiales  relatives,  et  à  leur 
action  mutuelle.  Mais  cette  action  donne  pour  m  et  m'  des 
forces  qui  sont  toujours  en  raison  inverse  des  carrés  des 
distances  de  ces  points  au  point  G  \  car  on  a ,  d'après  une 
loi  connue, 

ni ,  "' I     / 

'■   =    -7  P    =    —  P   5 

ni  m 

r.  p  et  p'  désignant  les  distances  (m,  /«'),  {m,  G)  et 
(m',  G),  de  sorte  que  les  forces  appliquées  à  m  et  m'  sont 
représentées  par 

m  m' y.     i  m  in' u.      1 


y.  désignant  l'action  mutuelle  rapportée  à  l'unité  de  masse 
et  à  1  unité  de  dislance.  Donc  : 

Les  moiwements  relatifs  de  ni  et  ni  autour  de  G  s'cj- 
fectueiont,  en  général,  sur  des  sections  coniques  à  élé- 
ments constants ,  dont  un  fojer  suivra  le  mouvement 
de  G*,  et  ces  coniques  pourront,  dans  des  cas  particu- 
licrs,  se  réduire  à  des  circonférences  ou  à  des  droites. 


(  M-^  ) 

TMi  a  loiijoiir> 

o'  '.  0  '.'.  nt  :  m'  \ 
donc  : 

Les  trajectoires  relata  es  de  m  et  m  autour  de  d  soûl 
des  lignes  Jioniothéliques ,  dont  le  point  Ci  est  un  centre 
d'homothétie  inverse. 

Il  résulte  de  cette  exposition  que  les  formules  connues 
donneront,  à  chaque  instant,  la  position  et  la  vitesse 
absolue  de  G,  ainsi  que  la  position  et  la  vitesse  de  m 
et  m'  relativement  à  G.  On  trouvera  la  position  absolue 
de  m  et  m'  par  une  addition  de  coordonnées  ,  et  la  vitesse 
absolue  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  masses,  en  prenant 
1,1  résultante  de  la  vitesse  relative  et  de  la  vitesse  absolue 
de  (j  transportée  à  cette  niasse. 

Si  l'on  applique  le  calcul  à  la  question  ,  on  sera  d  abord 
conduit  aux  conclusions  qui  précèdent.  ZSous  ne  donne- 
rons pas  cette  application  (il  s'y  présente ,  pour  la  déter- 
mination des  constantes  arbitraires,  des  choses  analogues 
;'î  celles  qu'on  trouve  dans  la  solution  du  problème  de 
Alécanique  de  l'année  i84i,  Nouvelles  Annales,  tomeX, 
page  33o),  parce  qu'elle  n'olïre  pas  beaucoup  d'iniérèi 
et  qu'elle  est  fort  longue,  attendu  qu'il  faut  considérer 
successivement  un  assez  grand  nombre  d'hypothèses , 
quant  aux  circonstances  initiales  qui  influent  sur  la  na- 
ture des  trajectoires  et  des  mouvemcj-ts  de  nt  et  m'  rela- 
tifs à  G,  et  absolus. 

^ous  diions  seulement  que  les  Irajerloircs  absolut'S  de 
///  et  ni,  transcendantes  dans  tous  les  autres  cas,  sont 
algébri(jues  dans  celui  où  les  trajectoires  relatives  sont 
des  })arab(>l('s.  Enfin,  nous  ferons  remarquer  qne.  si  l'-on 
avait 

/;;(■„  -+-  »/i''„  :^  o, 

c'est-à-dire  si  les  qnanlih's   initiales  de    monvemcnl    de  m 


(  M^  ) 

et  m'  étaient  égales  et  de  sens  opposés,  (j  ne  bougerait 
pas,  de  telle  sorte  que  les  trajectoires  absolues  de  m 
et  m'  ne  seraient  autres  que  leurs  trajectoires  relatives 
à  G. 


CONCOllRS  D'AGRÉGATION  AIJX  LYCÉES,  ANNÉE  1850; 

Par  m.   dieu, 

Aijrégé  ,  docteur  es  sciences. 


Si  une  courbe  à  double  courbure  a  sa  première  cour- 
bure constante,  le  lieu  géométrique  des  centres  de  cour- 
bure se  confond  avec  Varête  de  rebroussement  de  la 
surface-enveloppe  des  plans  nor/nauXj  et  réciproque- 
meîit. 

Le  rayon  de  courbure  R  est  donné  pour  chaque  point 
M  (a:,  y^  z)  d(i  la  courbure  par  la  formule 

(  y'  z"  —  z'  y"  )2  +  J  "-^  4-  z"2  ' 

en  prenant  x  pour  vai'iable  indépendante,  et  désignant 
par  j^',  >",  z' ^  2"  les  dérivées  première  et  seconde  de  y 
et  2  ;  et,  puisque  R  est  constant ,  on  a 

'  \  -K/^'-^y)  [f  z"'-zy')+y"y"'+z" z'"\{y+x'^+z'^)=.o. 

Le  centre  de  courbure  A  (^,  ■/},  <^)  est  déterminé  pour  le 
point  M  par  l'équation  du  plan  osculateur,  celle  du  plan 
normal,  et  la  dérivée  de  cette  dernière  équation,  sa- 
voir : 

(2)  [l  -  x)  {y'z"  -  z'y")-  {^-y)z"  -+-  (Ç  -  z)  r"  =  o, 

(3)  ?  -  .r  +  (.  -y)  y'  H-  (<:  -  r.)  z'  =  o, 

(4)  U  —y)  y"  -\-{l  —  z)  z"  =  1  +  y'^  -f-  z'=  ; 


(  344  ) 

c'L  le  point  !)  (le  larète  de  rebrou  ssement,  correspondant 
à  M,  dont  on  peut  aussi  représenter  les  coordonnées  par 

^,  •/;,  ^,  est  déterminé  par  les  équations  (3),  (4),  et  pai' 
la  dérivée  de  l'cquation  (4), 

(5)         {v  -y)  y'"  -h  (i;  -  z)  z"  =  3(r'7"  -+-  z'z"). 

Or,  si  1  on  tire  des  équations  (2),  (3),  (4)  les  valeurs 
de  4 ,  ■/; ,  ^,  ou  plutôt  de  |  —  jr,  y)  — j^  ^  —  z,  puis  qu'on 
substitue  celles  de  r,  — j^  ^  —  z  dans  l'équation  (5),  on 
trouve  que  le  résultat  ne  diffère  pas  de  l'équation  (i). 
Donc  on  déduirait  des  équations  (3),  (4),  (5)  les  mêmes 
valeurs  de  ^,  y; ,  ^,  et,  par  conséquent,  B  coïncide 
ni'ec  A,  giiel  que  soit  M,  ce  qui  démontre  la  proposition 
directe. 

La  réciproque  n'est  pas  plus  difficile  à  prouver.  En 
effet ,  pour  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  se  confonde 
avec  l'arête  de  rebroussement  dont  il  s'agit,  il  faut  et  il 
suffit,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  la  courbe 
satisfasse  à  léquation  (1).  Mais,  en  posant 

IH-  j'=  +  z'=  =  «,      ifz"  -  z'y"y+y"'-  -4-  z""-  =  .', 

cette  équation  devient 

3  vdii  —  udv  =  o, 

et,  en  intégrant,  on  a 

«■ 

—  =  const. , 
«' 

ou  bien 

■  R  =:  const. , 

C.  Q.  F.  D. 
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SOLUTION  GÉ^ÉRALE  DE  LA  OHESTION  232  (PROIHET; 

i  voir  t.  X  ,  p.  182}  ; 

Par  m.  p.   TARDY  , 

Professeur  à  Gênes. 


Po  étant  l'aire  diin  polygone  convexe  de  n  côtés  : 
Pi  l'aire  d'un  polygone  ayant  pour  sommets  les  milieux 
des  côtés  du  premier  polygone;  P^  Paire  d  un  polygone 
ayant  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  second  po- 
lygone ,  et  ainsi  de  suite  ;  il  s'agit  de  démontrer  qu'on  a 

1.2.0  r  .2.6  .q  .5 

~^^~''  1.2   3...{n-i)  ^n~,-o, 


SI  ji  est  pair,  et 

P.-;!i^P,+'"'-''""V-^')p,-... 

1.2  1.2.0.4 

— -  (;^^-i^)  (^^-3-:  ...  [n^—(n-2)-\  _ 

'^"'^  1.2.3.  .    (n-,) ^«-.  -«' 


si  ?i  est  impair. 

Lemme.   Soit  la  série  hypergéométrique 

(h  >      \  «     ?     7 

1.2  ■   (î     rî  4-  I  )  '    £  (  £  4-  I  )    ■* 

Eu  ineltam  a -f- i  pour  a  et  /3  +  i    pour   c,  el    ôiaiil   jr. 


(  346  ) 
série  piimiii\e,  on  oblient  la  relation 

(       V  (  a  H-  1 ,  p  4-  1 ,  7,  rj  ,  e  )  =  »  f  a  ,  [i  ,  7,  0  ,  £  ) 

[h)  y     ^  _i_  p  +  ,  ^ 

/ •  k. -^  •  «    a ,  'i  -f-  1 ,  7  -I-  I ,  ')  -f-  I ,  £  4-  I  ). 

1  c  0  ' 

De  la  mèinc  manière  ou  aura 

o(a  -{-  2,  fj-f-  2,7,  «Î£^  =  ,^(a+i,  fj  +  i,  7,  0,  i) 
H-  M  «p  (  a  -f-  1 ,  0-4-  1,7  -f- 1  ,  rî  +  1 ,  s  -I-  I  , 
OU 

a  (st-1-2,  ft-f-2,  7,  0,  s  =  ij>-hAi  ?  a,  fi-i-  I,  V+ij  -ÎH-i,  e-f-i) 
H-  ),;  «p  (  a  ,  ,ft  4-  2  ,  7  -I-  2  ,  0  +  2  ,  £  -!-  2  )  ; 

et  eu  général  par  une  continuelle  application  de  la  rela- 
tion (/.»),  on  arrive  à  cette  formule 

(      «p  (a  +  w  ,  (b  4-  m  ,  7  ,  ^,  e)  =  cp  (  a  ,  §  ,  7,  ^  ,  £  ) 
(c)       ?  4-  A,  (p(  a  ,  fi  4- 1 ,  7  4-  1 ,  0  4- 1 ,  £  4- 1)  4-  ■  •  . 
(  4-  A„  «p  (  a  ,  p  4-  w  ,  7  4-  w  ,  -î  4-  OT  ,  e  4-  w  ) . 

De  là  nous  pouvons  conclure  que  si  pour  des  valeurs  par- 
ticulières de  .r,  a,  p,  7,  J,  £ ,  on  a 

cp(a,  p,  7,  ^,  s)  =  o, 
et 

(p(a,  ^4-  p-,  74- f*,  'Î4-  w,  £  4- w)  =  o, 

/7.  désignant  un  entier  quelconque,  la  série  [a)  sera  tou- 
jours nulle,  lorsque  sans  changer  j:,  y,  (3',  £,  on  augmenU- 
a  et  [ù  dun  entier  m  à  volonté. 

Cela  posé,  soient  Xi ,  y^ ,  j:,,  jj,...,  a'„ ,  y,,  les  coor- 
données des  n  sommets  du  polvgone  donné;  les  coordon- 
jiées  des  sommets  du  premier  polvgone  inscrit  seront 

u-,  4-  .r,        ,)  ,  +  r^         x.  -4-  -r, 
i  0.  "X 

y^.  +  ja  ï"-.  -H  -ï^i      y<>  +  J'i 


(  '^M  ) 

«oUes  des  sommets  du  second  polygone  inscril  seront 

X,  +  2  J7î  -h  x^       r,  -f-  2  j2  -t-  Ja 

4 •    4 '•••' 

4         '    4 ■■ 

et  en  général  en  appelant  x'"ij^^^    les  coordonnées  du 

sommet  [q)  du  polygone  inscrit  de  l'ordre  {p) ,  nous  au- 
rons 

î  2^   L  -1-  (  /^  )/>-.  •  -^.J+p-  ^-h{p)p-  ^q+p  J  ' 

(p)  _  J_r      (/')o-Jî+(/^)i-Jî+iH-(/'}2.;y+2  +  ..  .'1 

•^  î     7.py+[p  )^_, .  j,+^_.  4-  (z'  V  .jî+z,  J  ' 

où,  pour  abréger,  nous  avons  posé 


{pU- 


1.2.3.  .  .m 


et  où  il  faut  prendre  les  indices  de  x  et  de  y  égaux  au 
reste  de  leur  division  par  n  toutes  les  fois  qu'ils  devien- 
nent plus  grands  que  n. 

Si  nous  supposons  p  <^n^  puisqu'on  a  (/>),„  =  o  pour 
1)1  ^p,  nous  pouvons  écrire  les  valeurs  des  coordonnées 

(p)        (p)     ■ 
X  '^  1  y       ainsi  : 

1  ^P  L+  {p)„_,^x„-h  ip)„-q+^  ^,+  .  ■  ■  H-  (/^)„-,^V  J 

^.( i>)  _  .1  r   {p)oy'i  +  (/O. j'7+'  ^- ■  •  •  1 . 

Maintenant  on  sait  que  la  surface  P,,  est  donnée  par 
l'expression 

X  '^    V  '    —  .r  '     "»       +  X  '     Y      —  X       r       ^-  •• 


2  -'     l 


H-.^^.'"y/')_  x^/')^f/" 


(  348  ) 

En  subsliluant  pour  ces  coordonnées  leurs  valeurs,  et 
<  herchant  le  coefficient  B,  du  terme  général  .r,,  r,,  +  ,,  on 
trouvera  ,  avec  un  peu  daltention  , 

^    _        »         J    H-  [P)n-s+^  {P\  +  (p)«-.+.  (/').  4-  •  .  •  +  {p)n-^  {p)s-, 
'  -.■■•''+'        -[p\  (/.U,  -  (/.),    (y^).^,-.  .  .  -  {p)n-s-.  {p)n-. 

\    —  {p)„-s-y  {p\  —  {p)n-A,p\  —  ■   •■  —  ip)n-Ap)s 

Observons  que  ce  coefficient  est  indépendant  de  ç  et 
dépend  seulement  de  a;  qu'il  s'évanouit  pour  5  r=:  o  et 

pour  5  =  -  dans  le  cas  que  n  soit  pair;  qu  il  revient  le 

même  si  la  dilférence  entre  les  indices  de  y  et  de  j:  est 
s  —  n;  qu  il  change  de  signe  si  cette  dilîerence  devient 

—  5  ,  on  71  —  s. 

Il   n'est   donc  pas   nécessaire  de  l'évaluer  au  delà   de 

n  —  ?..  .  n  —  1     . 

SI  n  est  pair,  ou  de  .'>  = si  ti  est  impair. 


2  ^        '  2 

Pourtant  si  nous  dénotons  par  A,  la  somme  des  termes 
dans  lesquels  la  différence  entre  les  indices  soit  égale  à  \, 
ou  as  —  n,  diminuée  de  la  somme  de  ceux  dans  lesquels 
cette  diiïérence  soit  —  s  ou  //  —  v;  c'esl-à-dire  si  nous 
posons 

As  =  .1-,  j-,+,  -+-  X,  j-,,^,  -+-...+  .r„_,  _)  „  H-  x„_s+,  r,  +. . .  +  .r„  V, 

il  est  clair  que  nous  obtiendrons 

P^  —  çi,  A,  H-  0,  A,  +  .  .  .  -f-  0„  _  .,  A„  _  ,      pour  //  pair, 

■j.  ' 

et 

Pp—  9,  A,  -h  G,  A,  4-    .  .H-  0„  _  ,  A„_  ,      pour  //  impair. 

Maintenant .  si  nous  limitons  1  ordre  />  du  dernier  poly- 

.     ,  n  —  2     .                  .             .  n  —  I     . 
gone  inscrit  a si  //  est  pan  .  on  a  si  //  est  ini- 


(  349  ) 
pair,  les  coefficients  binomiaux  (^)„_,,  {p)„^,^i,  {p)n~i 
s'évanouiront  tous ,  et  la  valeur  de  d,  se  réduira  à 

-rpr,  j  —{p)o{p)s+^  —  {p)^{p)s+2  —  {p)2{p)s+3—-.'—{p)p-s-:{p),,    • 
De  la  formule  générale 

+  («).('')—  +  («)o(")». 

[P'oi r  Caiichy ,  Cours  cl' Analyse,  oh.  IV,  §  3,  p,  loo;  1821), 
en  faisant 

et  en  se  rappelant  que 

(«).  =  (") 
on  tire 

{P  )o  {P)s-:  -i-  (/>).  {P)s  -H  (/?).  (/>).+  ,  +  .   .  . 

et  en  faisant  ni  =  p  —  ^  —  i , 

ip)o{p)s+^+(p)^ip)s+.-\-.   .   .-h{p)p-s-^{p)p=i2p)p_,_,, 

OÙ  l'on  voit  qu'il  faut  prendre  (2/>)     ,  =  o. 

Le   dernier    terme    de    0,   (/>)„_j_i  (/^)o  sera  toujours 
nul,  excepté  le  cas  de  5  = -,  parce  qu'alors  il  devient 


2 


n  —  I 


[p)  n—  i  '^^  pour  p  =  est  égal  à  l'unité. 

De  cette  manière ,  nous  aurons 

2:-P+>Pp  =  A,[{2p)p  —  {^p)p-,]  -h  A,[(2/.V_,  -(2/.)/,_,]- 
4-  A,+A.[(2/?)^_^  —  (2/?)^_A._2]  +.  .  . 

+  A„_2.(2/?)       „_,         «pair; 
fj 1. 

i  •<! 

2-/'+'  P^  =  A,  [-;  2.p)p  —  ( 2/^)^.2]  H-  A2[(2/j}/,_,]  +  .  .  . 

+  A,-^A-[(2/?)^,_A.  —  (2p)p_i,-,]+.  .  . 

+  A„_,r(2/>)       „_3  —  (/^)„_,'],      //impair. 


(  35o  ) 
Ayant  égai'd  ensulio  a  l'égalité 

nous  pouvons  écrire 

2=/'P„  =  -(2/j-f-  0;,-..A,  H ^  (2/; -H  l)„_,.A, -f  .  .  . 

p  p  —  1  '^ 


p 


-I-  77-77  (^^  "^  '  >V-<-'  •  A.+*  4-  . 


2 
«  —  2 

/> p      3        .^ 

2 

si  n  est  pair  •,  et 

H 7  (2/^  -I-   l)/j_<._,  .A,^.)^^-.  .  . 

//  — 3 


//  —  5  u 

p -—  ''        2 


SI  ;i  est  impair. 

Dan«  ces  équations,  il  faut  substituer   au  coellicient 
tl'un  terme  quel(om[ue  du  second  membre ,  par  exemple 


(  35i  ) 
de  A,+;(,  c'esl-à-dire  à  la  quantité 7  [1  p  -h  i)^_/_i, 

-  {'2.p)p-i=  -  lorsque  p  devient  égal  à  A. 

En  opérant  ces  substitutions  dans  les  formules  (A),  (  B), 
et  en  réfléchissant  que  P^  sera  la  première  à  introduire  le 
terme  Ai^.^,  on  aura,  dans  le  cas  de  n  pair,  pour  coeffi- 
cient de  Ai+i  la  série  suivante  : 


(-0 


[ .  2 . 3 . . .  (  2  /•  4- 1  ) 

n"" —  (2/:  +  2)=  l   l  -h  /r 


{■2k  -r-  3)o 


■'2/-  H-  2)  (2  A-  -h  3)     2        I 

[/;-  — (ay^- +  2)^]  [/z'  — (2/  ■+ 4)'] 
(2/5-  +  2)  (2/Ç-  +  3)  (2X-  -t-  4)  (2X-  +  5) 

[n-^^  (2X-  +  2)^]  [»^  -  (2  À-  +  4)']>  •  •["  -  (^  -^)^]| 
(2/?-+  2)  (2  A- +  3)... («  —  1) 


n  —  lk  —  4 
I                  I  +  A- 
2/1-2  *-3    '  „  5, 


2 


—   /■ 
2 

Cousidéronsla  série  entre  parenthèses,  et  faisons  -  =  /•, 
elle  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

/  i—k  —  i     r  H-  A  -J-  F 

i  2  A  +  3 

(,.— /■  — i)(r— A— 2)     (r  +  A 


1.2  (2A  +  3.  (2A  +  4) 

.')      j  (,■  — A  — i)  (r— A  — 2)  (r  —  A— 3) 

j  1.2.3 

f  (,•  4.,/-  -+-  I )    /•  H-  A  H-  2     (?•  -h  A  -4-  3) 

I     ><         (2  A +  3)  (2  A  +4)(2Ah-5) 


(  y^^  ) 

La  plus  pelitt*  valeur  (jui'  /'  peut  leeivoir  pour  une  valeur 
donnée  de  k  est  cn  idemmenl  A  -h  2 ,  parce  que .  pour  arri- 
ver à  P|,  \\  faut  que  le  dernier  indice  de  P  dans  la  for- 

mule  (A),  c'est-à-dire ,  soit  au  moins  =  />•.  Or,  je 

dis  que  la  série  (1)  est  toujours  égale  à  zéro.  Euellet,  elle 
est  un  cas  particulier  de  la  série  (a)  du  lemme,  celui  dans 
lequel  on  poserait 

a  =  /- — X- — I,     p  =  /-+-A-  +  I,      ^=:2/+3,     y  =  ;  =  x  =  i; 

de  plus,  on  voi  t  tout  de  suite  qu'elle  est  nulle  pour  /■=A-|-  2 , 
et  nulle  aussi  lorsqu'on  augmente  /3,  0,  y,  £  d'un  nombre 
entier  quelconque  «/;  on  en  conclut  donc  par  le  lemme 
qu'elle  s'évanouira  pour  des  valeurs  quelconques  entières 

de  7'  et  de  A,  pourvu  que  /•  _  A  -|-  2. 

De  cette  manière,  la  première  formule  (A)  est  com- 
plètement démontrée. 

Passons  au  cas  de  ii  impair. 

En  faisant  la  substitution  de  1  autre  valeur  de  P^  dans 
le  premier  membre  de  l'équation  (B),  on  en  tirera  pour  le 
coefficient  de  Ai+a  , 


(-0 


2'*+'  I.2.3..  .    (2/) 

«^  —  (  2  /-  +  I  )'  I    I  -f-  X 


f      ,  \>      ,  ^  (  2  /  -f-  3  )„ 

(  2  /■  -H  I  )  (  2  X-  -+-  2  )      2         I         ^  ^ 

(2A--+-i)(2X--|-2)  (2A--i~  3)1  aX-  +  4) 

1  T    -U    >î 

x-(2/  +  5; 


X  '  2^  '  '  2 

[n^^{2.A-i-i)-'][ri'—{7.A  +  3Y]...[(n'—(n  —  2] 
(  2  X-  -h  1 }  (  2  /-  4-  2) . .  .  (//  —  I  ; 

1  +  /- 


X— -T--    — '"' 


"1^-, 


{  3:.;^  ) 

Cette  valeur  n'est   pas  exacte  pour  A=  ?   et  nous 

aurons ,  au  lieu  de  celle-ci ,  pour  la  valeur  du  coefficient 
de  A„  _  ,  ,  la  quantité  suivante  ; 


n  — 

:] 

-0   ' 

(«=  —  !' 

){"'-^']  -[n^-i^'-m    I 

n  —  1 

1  .  2  .  .  .  (  « 3  )                                  2"-' 

+  (- 
xi"- 

0  ■'   -^ 

'■  —  i')  {rf-  —  3') .  .  .[n'—  {n  —  2)'] 

n  —  2  j'  n 

I     2.3.  .  .   (rt  — l) 

'        \ 

2        J , 

qui  est  évidemment  zéro- 

Prenons  la  série  entre   parenthèses  du  coefficient  de 

A, 4.^  et  mettons ='';  e»^  réduisant,  on  verra  qu'elle 

peut  se  présenter  sous  la  forme 

r—/,-     ;--f-/f-f-i      2/-f-3        (r—  /,-)  (r—  /,  —x) 


~X 


I  2  /■  +  3  2^   +  1  1.2 

(/•+  /-H-  1)  (r4-  /■  4-  2)     (  2  X-  4-  3)  (2/-  -1-5) 
(2/-  +  3)(2/?--t-4y~  '  (2/î-  4-  i)  (2/!--h3) 


X 
X 


X.2.3 

(/•-'r  /■  -l-i)  {r-{-Â  ■+■2)  (r-t-  /■  -I-  3; 

(2/- -h  3)  (2/5-  + 4)  ( 2 /î-  +  5j 
(2/î--t-3)(2/Ç-4-5)(2/î--+-7) 


(2/--t-   l)  (2/?+3j(2/l   4-5}         •■      ■ 

On  déduit  aussi  cette  série  de  celle  du  Icmme  en  prenant 

a  =  r  —  X- ,      [i  z=  r  4-  ^-  4-  I  ,      7  =  ^^ , 

2  A    I    1 

(î=2X-4-3,        £  = •)        X  =  ï  . 

2 

La  plus  petite  valeur  de  /■  est  /»  +  2 ,  et  1  on  vérifie  tout 
de  suite  que  pour  cette  valeur  la  série  se  i^éduit  à  zéro,  et 
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quelle  rcsLc  étçale  à  zéro  eu  augmentant  |3 ,  y,  J.  s  d'un 
nombre  entier  m  à  volonté;  par  conséquent  il  en  suit 
qu'elle  s'évanouira   toujours  pour  des    uou)bres  entiers 

quelconques  /■  et  k ,  pourvu  que  >'  ^k  -{-  -i. 

Ainsi  est  entièrement  démontrée  l'autre  formule  (B) 
pour  le  cas  d'un  polygone  d'un  nombre  impair  de  côtés. 

Quoique  la  démonstration  précédente  nous  semble  tout 
à  fait  rigoureuse,  cependant  nous  croyons  que  -M.  Proubet, 
qui  a  proposé  cette  question,  y  est  parvenu  par  une  voie 
plus  simple  (*),  et  il  est  à  souliaitcr  qu'il  fasse  connaître  la 
suite  des  raisonnements  qui  l'ont  conduit  à  ces  formules. 
jNous  ferons  observer,  en  terminant,  que  les  équa- 
tions (A)  et  (B)  se  vérifient  immédiatement,  si  le  poly- 
gone est  régulier.  En  effet,  en  désignant  par  A  le  côté  du 
polygone  donné,  par  Aj  le  côté  du  premier  polygone  in- 
scrit, par  Ag  celui  du  second,  etc.,  on  aurait  alors 

.     (n  —  2)7r  .     («  —  2)n  .,{«  —  2)7r 

A,  =  A  sin  ^ 1   A3=A,  sm^ ^  =  Asm-'— —        ? 

2  rt  in  in 

in  —  2   TT 
A,  :=  Asin'  ^ — 7--, 


et  les  apotbèmes  seraient  respectivement 

1  in  —  2)7r         I               (n  —  2I77.1//  —  2)1 
-  A  tani'  -^ —  1     -  A  tang  ^ —  sin 

2  2  «  2  2  n  2  n 

1  { n  —  2  )  TT    .         (n  —  2  )  TT 

-  A  tant; sin-  . ?•••  1 

2  in  2« 

de  manière  qu  on  aurait  en  général 

^  in  m 


(*)  La  solution  de  M.  Prouhct,  que  nous  donnerons,  est,  en  cll'et , 
plus  simple.  Cela  ne  diminue  pas  le  niérilc  de  l'habile  emploi  que 
M.  Tardy  a  fait  de  l'importante  série  hyiiergéoméirique.  Im. 


(  35r.  ) 

En  siibsliluaiit  dans  les  loiniulcs  coinincs 


sin  /ix  =  /i  sin  t:  cos  x 


pour  n  pair,  et 


2.3 

..    .    g, sni'  X 

2.3.4.0 


cos  nx  =z:  cos  j; 


n'  —  I  -   . 
I .sm-  X 

2 


'''/'-  —  r-)  («-■  —  3')  . 

H 5—7 sin«  j:  —  .  .  . 

2.3.4 


«  2  )  TT       . ,  ,    . 

pour  n  impair,  et  en  prenant  x  =  ^ — ^—  •>  u  est  clair 

^  2« 

qu'il  en  résulterait  les  formules  données  par  M.  Piouliet. 


QUm  CONCOIRS  DE  1852, 

Par   m.   BARJOU   (Jean), 

Né  le  3o  octobre  i832,  à  Gontaud  (Lot-et-Garonne),  Élève  du  lyré<^ 
Saint-Louis  (Institution  Barbet). 


MATHÉMATIQUES  SUPÉRIEURES  [Prix  (*)J. 

Étant  donnés:  i°  les  distances  FM  = /■,  FM''  =  /'', 
FM"=/"  de  trois  points  M,  M',  M"  d'une  conique  au 
foyer  F  de  cette  courbe  j  2°  les  angles  MFA,  M'FA  , 
M"FA  qui  déterminent  les  positions  des  rayons  vecteurs 
FM ,  FM',  FM",  relativement  à  une  droite  fixe  FA  ,  me- 
née par  le  foyer  dans  le  plan  de  la  courbe  ,• 


(*)  C'est  pour  la  première  lois  que,  depuis  l'établissement  de  l'Univer- 
sité, on  n'a  pas  décerné  de  premier  prix.  On  a  puni  les  élèves  de  leur  avoii- 
donné  une  question  banale,  mal  rédigée,  et  dont  il  semble  que  les  au- 
ifurs  n'aient  pas  connu  toute  la  portée  géométrique  : 

Quidcjuid  délirant  regrs,  plccluntur  Achivi. 

23. 
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On  deiunnila  : 

1°.  De  délerininer  coniplétemenl  la  courbe ,  su  na- 
ture ^  sa  situation  et  ses  dimensions  y 

2°.  D'appliquer  la  solution  aux  données  suiuanles  : 
r   =0,3098011,      a    =r     16"  58' 3?.", 3, 
/  =r  0 ,  409  45o  I ,      a'   =  1  I  7"  22'  4o",  5  , 
/•"=  0,437  3418,       a"  =:223°  I  2'  35'  . 

Lorsqu'on  cherche  l'équatioii  d  une  conique  en  coor- 
données polaires,  un  foyer  étant  pris  pour  pôle  et  Taxi" 
focal  pour  axe  polaire,  on  trouve 

(0 


I  —  C   COS  w 


On  sait  que,  lorsqu'on  a  pris  poui-  pôle  le  foyer  dont 
Tabscisse  est  — r,  et  qu'on  a  fait  tourner  le  rayon  vectcui- 
en  prenant  la  partie  positive  de  l'axe  des  .r  pour  point  de 
départ,  e  est  positif  dans  (i)-,  e  est,  au  contraire,  néga- 
tif lorsque  les  angles  étant  comptés  de  la  même  manière, 
c'est  l'autre  foyer  qui  est  pris  pour  pôle. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  l'équation  de  la  conique 
cherchée  rapportée  au  foyer  F  et  à  la  ligne  FA  sera 

1=  '^, :-. 

1  —  e  ces  (  f.)  H-  Ç  ] 

^  désignant  l'angle  inconnu,  positif  ou  négatif,  que  fait 
FA  avec  l'axe  focal.  Les  conditions  (hi  problème  nous 
donnent  les  équations 

^_ /^ ^ 

1  —  e  ces  (a  H-  i;) 

..'  _  P 


f?cos(a'4-Ç; 
P 


I  —  e  COS  (a    -\-'C,) 
Ces  équations  nous  serviront  à  déteiminei  les  trois  in- 
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connues  /),  e  et  <^.  Le  problème  n'admettra  généralement 
qu'un  nombre  limité  de  solutions. 

Commençons  par  éliminer  />  et  e,  il  vient 

(2)/j=r— recos  (a  4- ■;;)=/•'— /-'fcos  (a' +;;);=/•"— /Vcos(a"4-Ç); 
doù 


/  cos  (a'  +  V)  —  r  cos  ( a  -f-  Ç ) 
_  r"—  r 

"~   /•"  cos  ( a" -h  Ç )  —  /-ros(a4-Ç) 

Chassant  les  dénominateurs  dans  la  dernière  égalité, 

on  a 

/■"  (/•'  —  /•)  cos(a  -<-  Ç)  —  /  ( r"  —  r)  cos  (a'  +  Ç) 
-f-  r(/-" —  /)  cos  (a  -I-  Ç)  =  o. 

Si  1  on  développe  cos(a''  +  (^).  .  . ,  on  voit  que  tous  les 
teimes  contiendront,  soit  cos  i^,  soitsin^,  et  pas  d'autres 
lignes  irigonométriques;  divisant  donc  par  cos  (^,  il  vient 

r"  [r'  —  /■)  (cos  a"  —  sin  a"  tang  Ç) 
—  r'  [r"  —  /•)  (cos  a'  —  sin  a'  tang  Ç) 
+  r  [r"  —  /)  (cos  a  —  sin  a    tang  Ç)  =  o; 
d'où 

/•"  (  r  —  /■)  cos  a" —  /•'  ^  r" —  /•)  cos  a!  -{-  r[  r" —  /•'  )  cos  a. 
'''"^^  ~  ;•"(/—  r)sina"—  i'{r"—r)  sin  «' H-  /•(/•"— r')  sin  a' 

Connaissant  l'angle  (^,  ou  plutôt  sa  plus  petite  valeur, 
qui  sera  positive  ou  négative,  d'après  les  signes  de  sa 
tangente,  l'axe  focal  sera  déterminé.  Mais  cela  ne  déter- 
mine pas  la  position  de  la  courbe.  Cependant  ses  dimen- 
sions sont  faciles  à  calculer  :  l'équation  (3)  donnera  e,  et 
l'équation  (2)  donnera  p. 

Si ,  au  lieu  de  considérer  la  plus  petite  valeur  de  ^,  on 
prenait  ^  -+-  180,  on  voit  que  l'axe  focal  serait  toujours  le 
nn^-me  ^  e  changerait  de  signe,  et  p  conserverait  son  an- 
<ienne   valeur.    \\(x   un    peu   d'attention ,  on   se  roid 
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cuinpU'  de-  ce  chaugeiiicnt  de  signe  de  c.  (lela  lient,  et  à 
ce  que  nous  avons  dit  au  comnienceuienl  sur  le  signe 
de  e,  et  aussi  à  ce  qu'en  prenant  i^  -h  i8o,  au  lieu  de  ^, 
l'origine  des  angles  est  reportée  iSo  degrés  plus  loin. 

l'héoriquement ,  la  question  n'est  pas  encore  complè- 
tement résolue;  il  faudrait  connaître  les  conditions  aux- 
quelles les  données  doivent  satisfaire  pour  que  la  conique 
soit  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole.  Pour 
cela,  il  suffirait  d'exprimer  que  le  rapport  focal  est  infé- 
rieur, supérieur  ou  égal  à  l'unité.  On  aurait  aussi  à  clicr- 
clier  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  courbe  soif 
rapportée  à  tel  foyer  ou  à  tel  autre.  Ces  recherches  n'of- 
friraient aucune  difficulté,  et  elles  ne  peuvent  être  d'au- 
cune utilité  dans  la  pratique. 

Discussion.  Jusqu'à  présent,  nous  avons  supposé  que 
les  angles  a,  a',  a"  étaient  comptés  dans  un  certain  sens 
déterminé;  mais  on  peut  compter  ces  angles  dans  quatre 
sens  différents,  de  là  quatre  positions  de  la  courbe  dans 
son  plan.  Dans  la  pratique,  eu  astronomie  par  exemple, 
le  sens  dans  lequel  on  compte  les  angles  est  parfaitement 
déterminé ,  ainsi  que  leur  origine;  il  est  le  même  que  ce- 
lui du  mouvement  de  l'astre  observé,  alors  il  ne  peut  y 
avoir  qu'une  seule  solution  [*). 

Il  reste  à  discuter  quehjues  cas  particuliers  : 


o 


Si  1  on  avait  /'  ==  /'  =  /'",  on  aurait  lang  ^  =  -  :  il  y  au 


o 


rait  véritablement  indétermination,  car  la  coniqueest  lui 
cercle  (  ^  =  o  ) . 


{*)  Lorsqu'on  assujettit  les  trois  points  à  être  sur  la  même  liranchc ,  il 
n'y  a  qu'une  solution;  c'est  ce  qui  a  lieu  en  astronomie.  Cette  restriction 
n'existe  pas  en  {;éomctric.  Les  trois  points,  pris  deux  h  doux,  peuvent  sr 
trouver  sur  une  branche,  et  le  troisième  point  sur  la  seconde  branche, 
ce  qui  donne  trois  hyperboles;  en  tout  (|uatre  solutions.  Lii  preniici'c  so- 
lution est  une  des  trois  c(>ni(|'ie>;  et  clic  ncsl  ;i^lr<iiii>ini(|Mi'  (|nc  liirs(|iii 
);\  ciiiirl)c  iciircrnic  le  ftivcr  I  M 


Si  l'on  avait  rz=  /■',  on  aurait 


.     a  +  a'    . 

,       2  sin sin 

cos  a  —  CCS  a 


^^"S  ^  =  :î7- — riTT/ -> f  —  —  ^^^^ 


2  2 

Ce  résultat  était  facile  à  prévoir  d'après  la  forme  bien 
connue  des  courbes  du  deuxième  degré. 
application.  ÎS'ous  avons  trouvé 

/•"  (/ —  r)  cos  a" —  /  (r" — r\  cos  a'+  r(r" — r')  cos  a 

tane  il  =      ^ '- 1 i ^ L . 

/'  (  r' —  /•)  sin  a" —  r'  (r" —  r)  sin  a'-f-  r[r" —  /)  sin  a 

Je  laisserai  tang  ^  sous  cette  forme,  parce  que  c'est  celle 
qui  exige  le  moins  de  logarithmes  et  le  plus  petit  nombre 
d'opérations  préliminaires.  Je  ne  la  rendrai  pas  calcidable 
par  logarithmes,  parce  que  cette  opération  serait  d'abord 
assez  pénible ,  exigerait  un  nombre  plus  grand  de  loga- 
rithmes et  donnerait  moins  d'exactitude. 

On  a 

tang  C  -— ~ — ^-  , 

^  —m'  —  n-\-p' 

en  mettant  les  signes  en  évidence  pour  la  question  pré- 
sente. 

Opérations  préliminaires  : 

^_„'  =  62'>37'i9",5, 

a"  — 7r  =  42°l2'35", 
/•'  —  /•  =  o  ,  0996490 ,      /•"  —  r  =  o ,  I  2^5407 , 
r"  —  /•'=  0,0278917  . 
Calcul  de  m.  Calcul  de  in  . 

log/w=logr"-j-log(/— /•)-t-logcosa"— 10 

log  r"  ==  I  ,6408210  1 ,6408210, 

log(r'  —  r-)=  2,9984729  2,9984729 

log  cos  a"  =:  9 ,  8696368  log  sin  a"  =  9 ,  827  2699 

h)g  m  =z  1, 5089307  log  m'  =  2 ,  4665638 


(  ;i6o  ) 

d'où 

///  =r  0,o322'JC)}:>  ///'  =  O  ,U2t)28o 

Un  voit  (jue  pour  calciiU-r  ///  cl  ///',  il  n  v  a  que  six  lo- 
i^aritlimes  à  chercher:  on  doit  avoir  soin,  lorsqu'on  cher- 
che cos  x",  de  prendre  aussi  sin  x".  On  ne  trouve  pas  dans 
la  Table  l'angle  a'',  nous  nous  sommes  servis  de  a" —  ::, 
en  tenant  compte  des  signes.  Au  moyen  des  Tables  de  par- 
ties proportionnelles,  on  voit  que  l'on  n'est  sûr  que  des 
six  premiers  chiffres  significatifs  de  la  valeur  de  ni  ou 
de  m'. 

(aUul  (le  n.  Colrtil  dv  ri  . 

l()g«  =  log  /-F  l()g(r"  —  /  )  logrt'=:  log/-'-i-  log(  /•" —  /•) 

-J-logcosa' — lo  +logsina'—  lo 

log  r' =  1,6122010  1,6122010 

log  (/•"  —  /•)  =  1  ,  1 0664^9  '  '  1056489 

log  cos  a'  =  g  ,66262 1 5  log  sin  a'  =  9 ,  9484099 


log/2  =  2,38o47  «4  log  «'  =  2,6662698 
donc 

//  =:  o  ,  0240  1 44  «'  =  O  ,  04687  2 

Calcul  de  p.  Calcul  de  p' . 

logy;'=  log /•  + log (/•"—/)  Iog;;'=log/-4-  log(/'--/-') 

-f  log  cos  a  — 10  +  log  sin  a  —  10 

log r  ==  I ,4910829  1,4910829 

]og(/'_r')=:  2,4454758  2,4454750 

log  cos  a  =:  9,9806627  log  sin  a  =  9,46533o8 


log/;  =  3,9172106  log  y^' =  3,4018887 

p  =:  o, 0082644  p'  =  o, 00262 28 

—  m  -\-  Il  +  p  =■  0,0000010        --  m' —  «'-f-  //=  —  0,078129 

On  ne  peut  pas  affirmer  que  l'angle  ^  est  nul,  mais 
comme  le  numérateur  est  inférieur  à  l'erreur  que  l'on 
pouvait  <'ommcttre  (iT)),  c'csl-à-dirc  est  trcs-prtil,  tandis 


(  ;^^>^  ) 

que  le  dénominateur  est  relativement  très-considérable  , 
^  est  négligeable  5  après  cette  omission ,  les  valeurs  de  p  et 
de  e  seront  aussi  exactes.  Posons  donc  ^=10,  cela  revient 
à  dire  que  la  droite  FA  est  Taxe  focal  de  la  conique.  Cela 
posé ,  on  a 


/  ces  a'  —  r  ces  a  r  cos  (tt  —  *' )  +  ''  f  OS  a 

log  e  =  log  [r  —  /■)  —  log  (  /  ces  a'  —  /cos  a)  ; 

/  cos  y.'  =  —  0,1 8829 ,      /•  cos  a  =:  o ,  2g63o , 
—  /•'  cos  a'  4-  /•  ces  a  ^  O  ,  4^4 ^9  ■> 

•%'  (—  ^)  =  log  [f'  —  '■)  +  logo  ,48459 
log(r'—r)  =  2,9984729 
H-  log  0,48459  =  I  ,6853744 

log  ( — <^^)  =  I  ,3180985 


do 


ne 


e  :==:  —  0,2o56. 

Je  m'arrête  ici  au  quatrième  chiffre  significatif  de  la  va- 
leur dee,  parce  que  je  ne  suis  pas  sur  des  autres  chiffres. 
En  effet,  le  nombre  0,48439  n  est  connu  qu'à  moins  d'une 
unité  du  dernier  chiffre  significatif 5  par  suite,  son  loga- 
rithme peut  être  fautif  de  90  H —  unités  du  septième  ordre 
décimal  ;  le  log  (  —  e)  est  donc  entaché  d'une  erreur  qui  a 
pour    limite   91  H — unités  du   septième  oindre  décimal 

(car  Terreur  commise  sur  log  (/•'  —  /')  a  pour  limite  une 
unité  du  septième  ordre  décimal).  Donc,  d'après  une 
théorie  que  je  n'expliquerai  pas  (*),  l'erreur  commise  sur 

(*  ;   \ct\v  Vsngc  drs  Tahhs  dr  /un  tifs  pro/roriiomtelles. 


(  '^^î'^  ) 

e  a  pour  limlti"  ■>  tA  éiaiit  la  dillérenci'  labulaiie; 

I 
91  +- 

ici  A  =  2i3,  donc  E< =^%  E<-^>  E  <—  Ainsi 

on  pourrait  prendre  —  o,  2o563  qui  serait  entaché  d  une 

erreur  ayant  pour  limite  -  unité  du  dernier  ehiiVre  signi- 

liealif. 

Quant  au  demi-paramètre,  on  le  calculera  facilement  : 

/}  ^=  r  —  re  cos  x  ^  r  +  r  ces  a  X  o ,  2o563  ; 
or 

/•  cos  a  rz:  o  ,  29630  ,   log  r  COS  a  -+-  log  (  —  '' )  =  2  ,784834  I  ; 

donc 

rt'  cos  c/Lz=  -\-  o  ,  060930  , 

à  moins  d'une  unité  du  cinquième  chillVe  signiticalil  ;  par 
suite, 

jj  —  0,37073, 

à  moins  d'une  demi-unité  du  dernier  chifire.  Nous  voyons 
que  e  est  <^  i  ;  donc  la  courbe  est  une  ellipse  ayant  FA 
pour  axe  focal  \  e  est  négatif,  donc  le  point  F  est  le  foyer 
qui  est  placé  par  rapport  au  centre  du  même  côté  que 
l'origine  des  angles.  Il  faudra  donc  connaître  cette 
origine. 

ISotP.  Nous  avons  insère  ceUc  solution  (*;,  qu'on  trouve  iiartout,  uni- 
(jucnient  pour  offrir  un  exercice  de  calcul  aux  élèves,  et  les  engagera  se 
servir  de  la  méthode  >^invanto  de  (iauss  pour  vérifier  les  résultats  numc- 
riqucs. 

l'iii   (alciilaiil   le  liemi-itranil  a\f  tiar  la  l'orniiilr  a  =  -i  je  Irouve 

'  1  —  r'     ' 

Il  z^  OjliS'jogoi^ . 
•  )    1  ..//    |>ai;.-  .\où. 
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Dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  1848,  dans  un  beau  Iravail  «le 
M.  Le  Verrier  sur  Mercure ,  on  lit  (Additions,  page  116): 

e  =  o,2o56oo3, 
a  =  0,3870984. 

Ainsi  le  calcul  de  M.  liarjou  est  exact  pour  e  jusqu'à  la  quatrième  deci- 
tuale,  et  pour  a  jusqu'à  la  cinquième  décimale.  Je  n'ai  pas  trouve  dans  les 
Ephémérides  de  Mercure  de  1846  à  i85.2,  les  époques  des  trois  observa- 
tions. Il  serait  facile  de  les  découvrir  d'après  le  mouvement  connu  de  la 
planète. 

Ce  problème  a  été  résolu  la  première  fois  par  Halley  {Methodus  directu 
et  geometrica  cujus  ope  investigatur  aphelia ,  etc.  ;  Transactions  philosophi- 
ques, 1676,  n°  128);  il  emploie  dans  sa  solution  l'hyperbole.  En  effet,  la 
position  du  second  foyer  se  détermine  par  l'intersection  de  deux  hyper- 
boles uniconfocales  et  par  l'interseclion  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole 
uniconfocale,  intersections  qui  s'opèrent  par  la  voie  géométrique;  le  foyer 
cherché  a  quatre  positions  différentes. 

De  la  Hire  a  ramené  le  problème  à  la  directrice;  question  de  Géomé- 
trie élémentaire  (Sectiones  conicce,  lib.  YIII ,  prop.  XXV.  Paris,  i68J; 
in-fol.;. 

Newton  cite  cette  solution  et  la  donne  légèrement  modifiée  (Ph.  nai. 
principia ,  lil).  I ,  prop.  XXI  ,  scholium  ;  1687  ;. 

Je  ne  sais  qui  le  premier  a  mentionné  les  quatre  solutions. 

M.  Comte  les  donne  très-bien  (*),  et  Cirodde  moins  bien.  Les  formules 
sont  très-connues.  Les  savants  auteurs  delà  question,  calculateurs  par  état, 
n'attachant  de  l'importance  qu'au  calcul,  n'ont  eu  en  vue  qu'un  concours 
de  calculs;  soit.  Alors,  comme  certains  concurrents  pouvaient  connaître  les 
formules  et  d'autres  les  ignorer  et  être  obligés  de  les  chercher,  il  fallait 
communiquer  ces  formules  à  tous  pour  les  transformer  en  résultats  numé- 
riques d'après  les  données  delà  question. Voilà  ce  qu'esigeaitla  justice.  Sans 
cesse  on  prêche  la  morale  aux  jeunes  gens;  infiniment  mieux  vaudrait-il 
leur  en  donner  sans  cesse  l'exemple.  Or,  la  justice  est  une  branche  essen- 
tielle de  la  morale,  et  surtout  de  la  morale  publique  :  res  et  non  verha. 


(*)  Comte,   Géométrie  anulytii/ue ,   page  274;  i843. 


i  m  ) 


SOLITIOX  m  rUOBLEME  DE  MUIIEMAHOIES  SLI'EIUEIUES 
Dl  GIIAND  COXCOIKS  DE  1852; 

D'après  M.   GAUSS. 


I. 

;  I  )  /j  sin  (^  A  —  P  ;  =  «  , 

(?.)  /.<sin(B  —  P)  =  ^; 

/A ,  Z»,  A  ,  B  sonl  donnes  ,  Il  s'agit  de  trouver  /;  et  P. 

Ces  deux  équations  peuvent  être  remplacées  par  celles- 
ci  : 

/;  sin  (B  —  A  )  sin  [H  —  V    =:  h  sin  ^  11  —  A  j  —  rt  sin  (  U  —  B)  , 
y^sin(B  —  A;cos(H  —  P)  =^  *cos(H  —  A)  —  «cos(H  — B); 

II  est  un  angle  quelconque. 

Ces  deux  équations  donnent  la  valeur  de  Tangle  H  —  P, 
et  celle  de  p  sin(B  —  A),  cl  par  eonsé([uenl  />  et  P  sonl 
connus. 

Faisant,  ])0ur  simplifier,  H  =  A,   on  a 

p  sin  (A  —  P)  =1  a  , 

h  —  a  cos  I  B  —  i\\ 

/.  COS     A  -  P     =  r     ,,/       -T—    ; 

sm(B  —  A 

on  a  des  équations  analogues,  en  faisant  H  =  H. 

Si  Ton  fait 

2  H  =  A  +  B , 

on  obtient 


/.sin  (^^A+iB-PJ 


2  COS  -  (  B  —  A  ) 

2  ' 


,   i  I  \  b  —  <t 

/;  ces     -  A  -h  -  B  —  P      =  ■ 


sin  -  (B  —  Al 


(  :m  ) 

Si  l'on  pose    -=  tangi^'',  il  vient 

tang  f-A-h-B— p)  —  tang  (  45°  -f-  ç)  tang  -  (  B  —  A  ) , 

ainsi  on  connaît  P  j  et  l'on  trouve /j,  par  une  des  formules 
précédentes,  où 

-(^'^  rt)=rsin  (45"  +  '0  \/-^ — 
2  ^  y    sin  2  i; 

_  «  810(45°  -hK>)  _b  sin  (45°  H-  Ç) 

SinÇ-v^'  cosÇ.y'^. 

'  /  7  ^  .  /  -  .       I    (ib 

2  '  V   sm  2  Ç 

_  <7  cos(45°+ ?)__  iî»  cos(45°-+-  t 

sin  Ç .  V2  sin  i; .  y  2 

on  a  encore 

p  sin  (B  —  A)  =  sjà- -V-  b'^  —  7.ab  ces  (B  —  A). 

IL 

P  ces  (A  —  P )  =  «  j 
/>>cos  (B  —  P)  =  è  ; 

mêmes  données;  il  s'agit  de  trouver/?  et  P.  On  remplace 
ces  équations  par  celles-ci  : 

/^sin(B  — A)sin(H  — P)=:— /^cos(H  — A)  4-rtcos(H  — B), 
p  sin  (B  —  A)  cos(H  —  P)  =  ^^  sin(  H  —  A)  —  «  sin  (H  —  B)  ; 
le  reste  comme  ci-dessus. 
(Gauss,  Theoria  motus  coj-poriim  cœlestium ,  ^nf^,  82;  i8og.) 

m. 

'     p  ,  ^ 

-  =  1  H-  e  cos  (  N   —  P  I , 
/• 

(i)  {   4=  '  -l-ccos(N'  —  P), 

-^=  1  +  t'eos(N"—  P). 
7-,  /',  7";  N,  N',  IV"  données;  ce  sont  celles  du  problème. 


[  ^66  ) 

-Mullipliaiit  la  pit-iiuèrc  éijuatioii  par  sin(.N" — •^'). 
la  seconde  par  — siii  (N" —  IN),  cl  la  iioisièine  par 
sln(N'  —  N),  el  ajoutant,  on  a 

sin  (N"—  îV')  —  sin  (N"—  N)  +  sin  (N'  —  N) 


P  = 


'  sin  (N"—  N' )  —  -^  sin  (  N"—  N)  -h  -„  sin  '  N'—  N  ) 
r  r  r 


R  =  4  sin  i (N"—  N'  )  sin  -  (  N''—  jN )  siu  -  (N'  —  N) , 

Q  =  r'r"  sin  (N"— IN')—  rr"  sin{N"— N)  -+-  /r'sin(lN'— N 
=  //  —  //'  +  //''  ; 

n  —  II'  ■+-  n"  est  le.  double  de  l'aire  du  triangle  qui  a  pour 
sommets  les  extrémités  des  rayons  vecteurs  /■,  r',  r"  ;  si 
cette  aire  est  petite,  p  devient  grand,  et  de  légères  erreurs 
d'observations  amènent  de  grandes  erreurs  dans  le  cal- 
cul de  /;;  connaissant/^,  on  trouvée,  et  ensuite  P  par  la 
méthode  du  ^  Jl,  en  combinant  deux  quelconques  des 
équations  données. 

On  peut  aussi  trouvei-  P  directement .  de  cette  manière  : 
retranchant  la  troisième  des  équations  (i)  de  la  seconde, 
la  troisième  de  la  première,  la  seconde  de  la  première, 
on  obtient 

-— =  -  sii.  (  -^  K'  +  -  N"-  P  ]  , 

asinl(N"-IN')       ''        '^'  ^  ^ 

2 

I  I 

~'~^         =fsinf-^N-h-iN''-P 


■>.sin-(lN"— N)       '  ^ 


•->.  sin  -  (  ^"  —  N  ) 

2   *^ 


('    . 

=  -  sm  1 

filN-4--iN 

P 

\  -• 

{  '^^6y  ) 

deux   quelconques   de  ces    équations,   à  Taide  du  ^   1, 

donnent  les  valeurs  de  P  et  de  -;  et  ensuite  une  quelcon- 

P 
que  des  équations  (i)  donne  les  valeurs  de  e  et  de  p. 

Combinant  la  première  équation  avec  la  iroisiènio,  et 

posant 

r'  I 

1  .  sin-(JN"— N') 

tang  'C  = ~ , 

I  — ^-sin-riN'  — N) 

/■  2 

on  a 

tang  /' '  N  +  iN'+  ^  N"—  A  =  tang(45°-h  îl)  tang^(]N"-N  )•, 

P  étant  connu,  on  a 

_   A/-^[cos(N  — P)  — cos(N^  — P)] 
^^  ~   /'cos  (N  —  P)  —  r'cos(N'— P)' 


/•  ces  (  N  —  P  )  —  r'  ces  (  N'  —  P) 
Pour  adapter  ces  formules  au  calcul  logarithmique,  on 
écrit  l'identité 

r  cos  (N  —  P)  —  r'  cos  (  JN'—  P) 

=  [rcos(N  — H)  — /-'cosfN'— H)]cos(H  — P) 
—  [rsin(N  — H)  — /-'sin(N'— H)]sin(H  — P), 
où  H  est  arbitraire. 
Posant 

/•cos(N  — H)  — /-'cosfN'—  H)  =  «cos  (A  — H), 
rsin  (N  — H)  —  /-'sin  (N'  — H)  =  a  sin  (A  — H), 
équations  qui  déterminent  «  et  A  5  ensuite 

2/r'sin-(jN'— N)sin     -(K'+K)  — P    , 

'  a  cos  (A  —  P) 


a  cos  (A  —  P  ) 
Si  l'on  prend 
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1  angle  A  est  doiiiu'  par  l'équation 

tang  (^A  -^N  -'-^')  =  J^'  tang^  (IS' -  IS  ) , 
et  Ton  a  de  suite 

cos(  A— -N  —  -  KM 

cos-(N'  — N)cos(A  —  P) 

2 
(Gauss,   Theorin  motus  corporum  cœlestium  ,  pag.  86. 

QUESTIONS. 


257.  Réduire  à  des  quadratures  simples  la  valeur  de 
1  intégrale  triple 


///» 


xi'  yi  z''  dx  dy  dz , 
OÙ  les  limites  des  variables  se  déterminent  d'après  l'ine 


galité 


x"^      y'        c-  =: 

238.  Etant  données  deux  surfaces  du  second  ordre, 
concentriques  et  de  mêmes  axes,  qui  s'entre-coupent . 
trouver  l'aire  du  cône,  ayant  le  centre  pour  sommet  et  la 
courbe  de  rinterseclion  pour  base. 

239.  Exprimer,  par  des  intégrales  abéliennes,  la  lon- 
gueur d  un  arc  de  la  courbe  de  Fintersection. 

200.  Trouver  l'équation  de  la  courbe,  laquelle  coupe, 
sous  un  angle  constant,  toutes  les  génératrices  d'un  cône 
du  second  degré. 

261 .  Trouver  réquatiou  de  la  courbe,  laquelle  coupe  , 
sous  un  angle  constant,  toutes  les  lignes  géodésiques  sur 
une  surface  développable ,  issues  d'un  point  fixe  sur  la 
surface.  (Stuf-bou.) 


& 
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LIEU  DES  SOMETS  DES  COKES  DROITS  CIUCONSCRITS 
A  im  SURFACE  m  SECOND  ORDRE  ; 

Par  m.   breton  (de  Champ), 
Ingénieur  des  Ponls  et  Chaussées. 


On  doit  à  M.  Steiner  ce  tliéorème  remarquable  :  Les 
sommets  des  cônes  droits  circonscrits  à  lai  ellipsoïde 
sont  sur  une  hjperhole.  Je  vais  le  démontrer  au  moyen 
d'un  procédé  de  transformation  analogue  à  celui  dont 
j'ai  déjà  fait  usage  au  sujet  du  lieu  des  points  de  ren- 
contre des  tangentes  communes  à  une  ellipse  fixe  et  à  un 
cercle  variable  (page  62  de  ce  volume). 

1 .  Lemme.  C  =  o  étant  l'équation  d'une  surface  co- 
nique du  second  ordre ,  et  P  =  /x  +  mj  -{-  nz  -{-k=i  o 
celle  du  plan  de  la  courbe  de  contact  d'une  surface  du 
même  ordre  inscrite,  l'équation  de  cette  nouvelle  surface 
est  nécessairement  de  la  forme  C  4-  yP^  =  o,  où  y  dé- 
signe un  paramètre. 

Car  cette  équation  devant  être  vérifiée,  en  faisant  à  la 
fois  C  =  o ,  P  =  o  ,  doit  pouvoir  être  mise  sous  la  forme 
C  4-  PQ  =  o,  Q  étant  du  premier  degré  en  ar,  j^  z.  Si 
l'on  exprime  ensuite  que  le  plan  tangent  à  cette  surface , 
suivant  la  ligne  de  contact  P  =z  o ,  coïncide  avec  le  plan 
tangent  à  la  surface  conique,  il  vient  la  triple  équation 

dC  dC  dC 

dx  dy  dz 


dC              dP 

dx              dx 

dC 

dP 

dy 

dC        ^dP' 

-dl^'^d^ 

d'où 

.  résulte  la 

doubl( 

C  égalité 

Q( 

fdC  rfP 

^dx    dz 

dC  dP 
dz  dx 

)- 

< 

dC  dp 
dy   '(h" 

dC  dP 

dz   dy 

/ 

0 

A 

nn.  de  Mntkéi 

liât.,  t.  ' 

Kî.  (Octobre  i352.) 
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Si  Q  n'était  pas  nul  en  même  temps  que  P,  les  facteurs 

entre  parenthèses  seraient  nuls,  et,  en  faisant  attention 

r/P        ,     dP  r/P 

que  —  =  '  1   —  =  m^  -7-  =  n ,  on  eu  tirerait 
^        dx  dy  dz 


dC         l  dC 
dx        n  dz 

dC       m  dC 
dy         n    dz 

'.ir\ï        /,/r\2        /. 

.in\  2        .    ,in 

/ iticy     iiicy     /(icy     i  rfc  ,— 

et ,  par  suite , 


dx 


vU)  +W)  -^[^) 


dcy-     \Jr -h'fi'' +-n- 


dC 
dy 


/(dcy     (dcy     /dc\ 


V'/V 


dC 


\/(^)^ 


dy  j   ^\  dz 


La  normale  à  la  surface  conique  coïnciderait  donc , 
dans  toute  Tétendue  de  la  courbe  de  contact,  avec  la  nor- 
male au  plan  de  cette  courbe ,  ce  qui  ne  saurait  être  ad- 
mis. On  a  donc  Q  =  o  en  même  temps  que  P  =  o,  c'est- 
à-dire  Q  =  yV.  C.  Q.  F.  D. 

2.  Lenime.  Lorsque  deux  surfaces  du  second  ordre 
sont  inscrites  dans  une  même  surface  conique,  aussi  du 
second  ordre,  leur  intersection  est  une  courbe  plane,  ou 
plutôt  un  système  de  deux  courbes  planes.  Soient,  en 
effet,  C  =  o,  P  =  G,  P'  =  G  les  équations  de  la  surface 
conique  et  des  deux  plans  de  contact",  les  équations  des 
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dçux  surfaces  seront,  d'après  le  lemme  qui  précède - 

C  +  vP'=o,     C-f-v'P''  =  o; 
d'où  l'on  tire 

Pv/7±pV7=o, 
équation  de  deux  plans. 

3,  Réciproquement j  pour  que  deux  surfaces  du  se- 
cond ordre  puissent  être  considérées  comme  inscriptibles 
dans  un  même  cône,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  surfaces  se 
coupent  suivant  une  courbe  plane. 

Tout  se  réduit  à  faire  voir  que  Fune  des  deux  surfaces 
peut  être  considérée  comme  une  transformée  homolo- 
gique  de  l'autre.  Soient 

«  =  ax-  -f-  ôj'  +  cz-  -\-fyz  -\-  gzx  -^  h  xy 
+  a' X  4-  h' y  +  c' z  +  m^,  =  o 

l'équation  de  la  première ,  et 

s  ■=.  o 

celle  du  plan  que ,  d'après  le  lemme  ci-dessus ,  elle  a  en 
commun  avec  la  seconde  \  l'équation  de  cette  dernière 
sera  de  la  forme 

Cela  posé ,  je  fais ,  dans  ;/  =  o , 

X  —  £  >■  —  r,  Z    —   C  I 


X   —  c.         y  —  y,  Z    —   C  l-\-  s' K 

s'  étante  dans  lequel  on  a  remplacé  x,  >',  z  par  x' ,  y\  z' . 
;? ,  y; ,  1^,  X  sont  des  paramètres  dont  je  disposerai ,  de  telle 
sorte  que  la  transformée  en  :c',  j ',  z' .,  obtenue  de  ?/  =  o, 
devienne  identique  avec  M  +  5t=  o.  Il  est  bien  évident 
que ,  par  cette  transformation ,  la  nouvelle  surface  se 
trouvera  inscrite  avec  la  première  i<  =  o  dans  une  même 
surface  conique,  ayant  son  sommet  au  point  £,  y;,  ,^,  de 

24.." 
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so'rle  quf,    si  1  idcniilé  peut  s'élablir  gciuTalcment,  .le 
théorème  sera  démontré. 

Appelant,  pour  abréger,  u  le  résultat  de  la  substitvitiou 
de  ^,  yj,  1^,  au  lieu  de  .r,  }  ,  s,  dans  m,  et  ellaçant  les  ac- 
cents des  nouvelles  coordonnées,  il  vient,  pour  Téquation 
de  la  transformée , 
r/     r/u  r/u  dx)\         ,    ,  ,,  ,  ~| 

Pour  la  rendre  identique  avec  u-\-st=Qj  il  suffit  d'iden- 
tifier le  polynôme  t.  =  Ix  -h  viy  -\-  nz  H-  A  avec 

r  (    d\}  dxi  d\>\        ,    ,  ,,  ,    ,  "1 

Mettant  s  sous  la  forme  explicite  -  H h  =  <t,  et  éga- 

lant  entre  eux  les  coefficients  des  variables  x^  y^  z,  ainsi 
que  les  quantités  constantes,  on  a  les  équations 

dii  u  rfu  -j 

de  p  dn  q 

X-^  +  X-  -  =  «,     X(«'ç  4-  h'r,  4-c'ÇH-  ?,  hJ  —  >.'-jo-  =  /  ; 
de  r 

leur  nombre  est  égal  à  celui  des  inconnues,  et  par  con- 
séquent le  problème  est,  en  général,  déterminé. 
Si  l'on  tire  de  la  dernière  de  ces  équations 

X^u  =  -[/(fl'H  -f-  h\  4-c'Ç-l-  2H.,)—  /•], 

et  qu'on  substitue  cette  expression  de  ?.^u  dans  les  trois 
premières,  X  pourra  en  être  ensuite  éliminé,  en  les  divi- 
sant membre  à  membre ,  et  il  restera  deux  équations  du 
premier  degré  en  ^,  >?,  ^,  c'est-à-dire  l'équation  d'une 
ligne  droite  passant  par  les  sommets  des  cônes  cherchés. 
D'un  autre  côté,  l'élimination  de  X,  dirigée  convenable- 
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ment,  fouinii  liuis  équations  du  second  ordre  en  ^ ,  y},^\ 
par  conséquent,  il  n'y  a  que  deux  solutions,  puisqu'elles 
sont  données  par  les  intersections  d'une  droite  et  d'une 
surface  du  second  ordre. 

Observation.  Les  propositions  qui  précèdent  ne  sont 
pas  nouvelles  5  cependant  j'ai  cru  devoir  les  démontrer  ici, 
afin  d'éviter  au  lecteur  la  peine  de  les  chercher  dans  les 
ouvrages  où  elles  se  trouvent. 

A.  11  est  maintenant  bien  facile  de  démontrer  le  théo- 
rème de  M.  Steiner.  Si  un  cône  droit  est  circonscrit  à  une 
surface  du  second  ordre ,  toute  sphère  inscinte  coupe  cette 
surface  suivant  une  courbe  plane,  et,  par  conséquent, 
suivant  une  de  ses  sections  circulaires.  On  en  conclut  que 
les  sommets  de  tous  les  cônes  droits  sont  situés  dans  un 
plan  passant  par  le  centre ,  et  renfermant  les  quatre  om- 
bilics ou  points  sphériques  de  la  surface.  Supposons  ,  pour 
fixer  les  idées ,  que  celle-ci  ait  pour  équation 

.r-        r-        z- 

-  +  7:î  +  -  — '  =  ^' 

rt',       0'        c- 
et  faisons 

■X  —  ^         y  —  n        z  —  Ç  I 


x'—^       y  —  n        z'—  Z       s'l-+-  i 

s'  étant  de  la  forme  indiquée  ci-dessus.  Nous  pouvons, 
pour  tenir  compte  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  et  en  admet- 
tant que  les  ombilics  sont  dans  le  plan  des  xz ,  écrire 

I 
vj  =  G     et     7  =  — 
o 

Cela  posé,  on  obtient,  pour  la  surface  transformée,  l'é- 
quation 

•^  -h  A.v"  4-  Bx'  z'  +  Cz"  -+-  Dx'  +  Ez'  H-  F  =  o, 
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dans  laquelle; 

A^-     -,-f---i     -l--r-  +  -î 
p^  \(r       c'  ]         a-p        (r 

C  =  -     -,  +  --!  M- T-  +  -' 
/^'  \<7-        f'  /         c^p         r' 

Pour  que  la  transformée  soit  une  sphère,  il  faut  écrire 
A  =  C=:^     et     B  =  o. 

Tirant  X  de  la  dernière  de  ces  équations ,  et  le  substituant 
dans  A  =  C ,  on  obtient 


équation  d'une  hyperbole  ayant  pour  foyers  ceux  de  la 
section  ombilicale  de  l'ellipsoïde.  On  devait  s'attendre  à 
ce  résultat,  d'après  la  forme  des  coefficients  A,  B ,  C,  les- 
quels sont  composés  de  la  même  manière  que  ceux  de  lu 
page  63.  Mais  il  faut  encore  avoir  égard  à  la  relation 


A  =  Y- 5       ou       C=z  -n,: 

A'  b- 


et  l'on  trouve  sans  peine  que  les  nouvelles  équations  ainsi 
obtenues  entre  ^  et  ^  deviennent  identiques  avec  celle 
qui  précède,  si  l'on  prend 


1 

1p 

— 

I 

I 

I 

c» 

~ 

lï' 

c  est  la  relation  qu'il  faut  établir  entre  /•  et  /'  pour  déter 
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miner  les  sections  circulaires  de  l' ellipsoïde.  Le  théorème 
de  M.  Steiner  est  donc  complètement  démontré  ,  et  1  équa- 
tion du  lieu  des  sommets  des  cônes  droits  circonscrits  à 
rellipsoïde  prend  finalement  la  forme 


«^  —  f 


Obsen^ation.  Les  relations  d'où  ce  résultat  a  été  déduit 
sont  indépendantes  de  c;  par  conséquent,  si  l'on  conçoit 
une  sphère  variable  ayant  en  commun  avec  un  ellipsoïde 
une  section  circulaire,  cette  sphère  pourra  être  regardée 
comme  inscrite  dans  un  cône  droit  tangent  à  l'ellipsoïde, 
et  le  lieu  des  sommets  de  ce  cône  sera  une  hyperbole 
ayant  pour  foyers  ceux  de  la  section  ombilicale  de  l'ellip- 
soïde. Enoncé  tout  à  fait  semblable  à  celui  du  théorème 
de  M.  Chasles  (tome  X,  page  4o8). 


TUEORÈMES  SIR  L1MERSECT10N  D'CKE  COMQIE  ET  DTNE 
CIRCOXFÉREXCE; 

Par  M.  de  PISTORIS  , 

Capitaine    au    5®   d'artillerie. 


\ .  Théorème.  Une  section  conique  étant  rencontrée 
en  quatre  points,  par  tant  de  circonférences  de  cercle 
quon  voudra,  ayant  leurs  centres  sur  une  même  pa- 
rallèle aux  directrices ,  la  somme  algébrique  des  dis- 
tances de  ces  quatre  points  à  un  même  foyer  est  une 
quantité  constante,  quelle  que  soit  la  parallèle  que  Von 
considère. 

2.  Théorème.  Si  une  circonférence  de  rayon  constant 
et  passant  par  la  foyer  d'une  section  conique ,  la  ren- 
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contrti  en  (jualrc  points ,  le  produit  des  rayons  vecteurs 
aboutissant  à  ces  points  est  constant. 

3.  THÉORtME.  Une  circonférence  passant  par  le  Jujcr 
d'une  parabole ,  la  somme  des  carres  des  rayons  vec- 
teurs menés  aux  points  d'intersection  est  constante  pour 
foutes  les  circonférences  dont  les  centres  sont  sur  une 
même  parallèle  à  la  directrice  j  il  en  est  de  même  quand 
la  circonférence  passe  par  le  sommet. 

i.  Théorème.  Une  circonférence  rencontra/it  une 
hyperbole  équilatère,  la  somme  des  carrés  des  distances 
des  points  d'intersection  au  centre  de  F lijperbole  est 
égale  au  carré  du  diamètre  de  la  circonférence. 

5.  Théorème.  Une  circonférence  de  rayon  donné 
coupant  une  hyperbole  équilatère,  la  somme  des  carrés 
des  distances  des  points  d'intersection,  soit  à  un  même 
foyer,  soit  à  un  même  sommet,  est  constante  pour  toutes 
les  circonférences  qui  ont  leurs  centres  sur  la  même 
parallèle  aux  directrices. 


SIR  L\   DIFFÉRENTIVTION  DES  FONCTIONS  DE   FO\CTIOXS- 
SÉRIES  DE  BURMWN,  DE  LAGRAXGE,  DE  WROXSkI, 

Pau  m.   a., 

Ancien   élève    de   l'École    Polytechnique. 


§11. 

Dans  le  paragraphe  précédent  {^Nouvelles  Annales, 
lome  IX,   page  119),  nous  avons  montré  que  si  l'on  a 

s  =  F(j),  j^  =  (j)(x),   on  trouve,  en  désignant    poui- 
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ibregei  tl j L^j.  par  6 , 


d^z  __n  dz  d"-'(Q)o    ^    n.n—i    d'zd"-'^{Q 
dx"         I  dy     dh'"-'     ~^      1.2        dr'^      dh"-' 

équation  qui  peut  s'écrire  sous  la  forme 

d"z        ,     ,    d"z       n  d(Q"-'\  d" 

(0 


dx"  '    dy"         I         dfi        dy'^- 

n.n~i  dHB"-'),  d"-'z 


I  .  2         d/i"-^     dy"-' 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  z  =  F  (a:)  et /  =  (p(x); 

d"z 
cherchons  -j-^-  Il  est  évident  que  z  et  j  étant  des  fonc- 
ciy 

tions  de  X,  on  pourra  regaider  z  comme  une  fonction 

implicite  de  y^  et  alors  on  aura,  d'après  l'équation  (i), 

dx"         ^     ^^  dy"        I        dh        dy"-' 
n.n—i  <r/^(9''-^)o  d"-^  z 
I  ,  2  dli'         dy"~'^ 

d"-'z        ,         ,    d"-'z       n—\  diB"~%d"-'z 

— -  (  Qn— 1  \ I _J il U 

dx"-'        ^        '"  dy"-'  I  dh       dy"-"     '   '  '  '  ' 

d"-"'z        ,  .    d"-'"z        n  —  m  d(B"-'"-'\  d"-'"-'z 

. /  fin — m  II  \  /"  , 


dx"-"'        ^  ^^  dy"-""    '         I  dh  dy"-"'-'     '    "  *  •  » 

dx'  ~  ^     ''  dy'         I      dh     dy  ' 
dz  rfs 

d^="^-^^'7fy' 

Multiplions  ces  équations  ,  en  commençant  par  la  pi'c- 
niière,  respectivement  par 

n  —  id(0-")o     n  —  i.n  —  1  d'  (  Q~"  )„  d"-'  (  fi-"  )„ 


-  •)•'••) 


""        I  dh  1.2  dh'  dh"-* 

(*  )  Le  zéro  indique  (ju'il  l'aut  l'aire  A  :=  o  ,  après  les  diderentiatioiis. 


(  :^7«  ) 

«l  faisant  la  somme,  je  dis  qu'on  aura 

d^z  _  d"  z        n  —  I  c/(G-")o  ^""'3 

,  r7^  ~  *'"  "^''  It^  "*         i  ivZ       ^a-«-' 

^'  '  «— I  .  «  —  2  <T?' (0-")u  r/"-^c 

I  .  2  <f//^  r/ji-"-- 

Poui-  le  prouver,  dans  la  somme  des  produits  ci-dessus , 

prenant  le  coefficient  du  terme  multiplié  par      ^_J,  que 

, ,  .  n  —  \  .  n  —  1.  .  .n  —  m  -\-\      „ 

nous  desiarnerons  par •  C- ,  on 

^  i  ."2.  3.  .  .m  —  I  ' 

n  —  i  .  n  —  2 ...  «  —  m  -i-  i  „ 

aura,  en  mettant _ en   lacteur 

I  .  2  .  o . . .  m  —  I 

commun  , 

^^      ,    d"'(0''-'")„        .  ,    nid(0-")„d'"-'(0''-'"V, 

r/rt"'  I         r/A  (i/i'"    ' 

+  f  /2  —  /«  +  I    .  -  ^        ^ 


rZ/j™-^  r/// 


(lli'" 


Celte  équation  peut  s'écrire  ainsi  : 


"   I  d'"(0-"l  ,  I 

I  H-...  H ^ 0"-"'l  I 

L  ^-^(»"-'-  J 

Or  la  quantité  comprise  entre  les  premières  parenthèses 
11  est  autre  cliose  que  le  développement  de 


r/™  (  ()-"  .  O""'"  )„  __  d'"  (  0    "*  )„ 

7i/i"'        ~     7î/ï^ 
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De  même,  la  quaniité  comprise  entre  les  secondes  paren- 
ilièses ,  est  le  développement  de 

*—  — '      n  J 


cl  h'"-'  dh" 

m        dh'" 
On  a  donc 


L       dfr  dh"'       J 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

L'équation  (2)  peut  se  mettre  sous  une  forme  plus  con- 
cise. En  elfet.  on  a  en  général 

d"'Y{x)  _d"^Y{x+h), 
dx"'      ~~  dh'" 

Si  donc  on  pose 

z  =  Y[x), 

on  aura 

(3)  '^  =  ^t»^"f'(-'+")l- 

L'équation  (3)  donne  une  démonstration  très-simple 
et  très-directe  de  la  série  de  Burmann. 

En  effet,  soit  jc  une  fonction  àej  donnée  par  l'équation 

Concevons  qu'on  ait  tiré  de  cette  équation  x  en  fonction 
de  y^  et  que  dans  la  fonction  F  [x]  on  ait  remplacé  x  par 
sa  valeuren  y.  Alors  si  F  {x)  devient  une  fonction  continue 
de  j',  on  pourra  développer,  par  le  théorème  de  Taylor, 
F  [x]  suivant  les  puissances  de  jy^,  et  l'on  aura  un  dévelop- 
pement de  la  forme 

F  [x]  =:  A„  ■+■  A,  J  -f-  A2J'  -f- 

Pour  déterminer  A„,  différenlions  n  fois  celte  série,  et 
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faisous  ensuite  j  =  <j  ,  on  aura 

I  d"b'{x 


A„  = 


.2.3...//      dr" 


eu  ayant  soin  de  faire  j' =  o ,  après  les  dilVéreritiations. 
Mais,  d'après  Féqualion  (3),  on  a 

d''F(x)         d"~'   ,  , 

Par  suite,  si  Ton  désigne  par  a  la  valeur  de  x  qui  corres- 
poud  à  ^'^  =  o  ,  on  aura 


1  r/"-' 


^^^]'"f'(.  +  /o 


1.2.3.../?  dh  "- 
ou,  ee  qui  revient  au  même  , 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  ici  de  savoir  quelles  sont 
les  conditions  sous  lesquelles  cette  série  de  Burniann  peut 
exister.  Ce  sera  l'objet  d'un  autre  article.  Nous  avons 
seulement  voulu  faire  voir  avec  quelle  facilité  l'équa- 
tion (3)  permettait  de  déterminer  les  coefficients  de  cette 
série. 

Si  l'on  fait  'fx  =  — — -  dans  l'équation  (4) ,  aloi's 

A«  = ^ ^,[-H")"^'{")]' 

I  .  2  .  i    .  .  «  da"    '  '-  '  ^     ' 

On  a  donc  ce  lliéorème  trouvé  par  Lagrange  : 

Si  l'on  a  r équation  x=^a-^  y^[x)^  l'expression 
d'une  fonction  F(a:)  d'une  racine  de  cette  équation 
sera  donnée  par  la  série  suivarite  : 

F(x)  =  F(«)  +  [-H«)F'(«)]j  +  ^[^{'(«rF'(a)]^-t-.... 
Si    dans   l'équation   (2)   nous  faisons   successivement 
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z  =  )  ,  j*, .  .  . ,  i",  on  aura  les  identités  suivantes,  en  dc- 

signant,  pour  abréger,      J^     par  D"(p  (x), 


I  dh  TV/ 

I  rt  .7  '   '      ' 

r/''-'(e-")„ 


I  an  '  ^  ' 

T.2.3...n  =  (e-).D".,(x)-+^!^li.'lI?I!i.D-'..(^)"  +  . 

Ces  identités  nous  montrent  que  si  l'on  a  les  équations 

D.<ï)(^).j,  +  D^çp(ar)^jr.  4-...  -hT>.r^(.T)".y,  =  DF{x\ 
B\:fix).  X,  -\-  D\o{xy .  y,  -\- .  .  .  +D=.o(.r)".j„  =  D=F(^), 

D"-' r?{x).y,  +  D"-' tp (x)=.j,  + .  .  .  +  D"-' «>(j7)«. j„  =  D"-' F(x}, 
on    trouvera,   en   les    multipliant    respectivement    par 

1 . 2 .  3. . .  «j„  =  (  e-")o  D"  F  (x)  +  ^i^— î- '^AiJi .  D"-' F  (^)  + . . . 

i  ail  ^    ' 
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Mais  si  1  on  résout  les  équations  (A)  à  la  manière  ordi- 
naire ,  on  aura 

_S[±:D'<p(.r).D'(j)(x)'...D"-'(p  (a:)"-'.D''F  (:r)] 
-^"  ~  S[dzD'<j.(a:).D'ç(j:)'...D"-'<p(.r)"-'.DXj:)")  ' 

les   déterminants   du    numérateur  et   du   dénominateui- 
étant  formés  par  rapport  aux  indices  de  dillérentialion. 
En  égalant  ces  deux  valeurs  de  y„ ,  on  aura 


dh 
(a)  L  I .2.3. . .n 

S[dbD'y(.r).D-(p(3:)^..D"F(jr)] 

Si  l'on  développe  les  deux  membres  de  cette  équation 
suivant  les  dérivées  de  F  (.xr),  à  cause  de  1  indétermina- 
tion de  cette  fonction,  les  coefficients  de  chacune  de  ces 
dérivées  devront  être  identiques.  On  aura  donc,  en  égalant 
les  coefficients  de  D"F  (a:) , 

1  _  S  [dz  D'  y  {x) .  B'f  {xY  .  .  .  D"-'  y  (x)"-'  ] 

1.2.3.  ..n^        '"~  S[±  D'<f{x).D',f{x}'.  .  .  D"^{x)"\  ' 

On  tirera  de  là 

!S[±D'(p(x).D^ç(x)^  .  .  D"<p(x)"] 
/        Ji.n-(-i\  >i  ■  K -t- 1 

=  i!2!...«!\0  -      ),  =  ilil..  .  nl[D<f{x)]      '      , 

et,  par  suite,  l'équation  (a)  deviendra 

I  <■/"-' 

1.2.3...  n  dh"-'  •-  ^  '^ 

B)     {  _  S [±  D'  y  ( .r  ) .  D'^  y  ( jc )^  .  ■  D"-'  y  (  j: )" -' .  D"  F  (x  )] 

\  i!2!3!..     «![Dy(j.')]     ■' 
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Ce  beau  tliéorèmo  ainsi  que  l'équation  (jS)  sont  dus  à 
M.  Wronski{''). 

M.  Prouhet  a  donné  une  belle  démonstration  de  l'équa- 
tion (j3)  fondée  sur  des  considérations  autres  que  celles 
dont  nous  nous  sommes  servi. 


RÉSOLUTION  DINE  CLASSE  DtQlATlOXS  Dl  PREMIER  DEGRÉ 
A  COEFFICIEXTS  TRIGOXOMÉTRIQIES  ^ 

D'après  M.   CRELLE. 
(Journal  de  M.  Crelle,  t.  XLIII ,  p.  3;  ;  i852.) 


I .   Lemnie.   Si  ni<^  =  -,  on  a 

m— I 

(i)  \^       sin/3£^  s\xip[Lo  =  G, 

(2)  2é      sinV^.t^?  =-'«; 

£  et  u.  sont  des  nombres  entiers,  et  les  indices  sont  rela- 
tifs à  p. 

Démonstration.  Voir  Lecoikte,  tome  JLl,  page  326; 
dans   l'endroit  cité,   lorsque    0  =  ^0    l'expression  de   la 

somme  se  réduit  à  -  :  on  en  trouve  la  valeur  par  la  mé- 
o 

thode  connue  et  l'on  parvient  ainsi  à  l'équation  (2) . 


(*)  Philosophie  de  la  Tcchnie  [1^  sect.,  p.  110).  11  y  a  peut-être  encore 
d'autres  beaux  théorèmes.  On  rendrait  service  en  les  traduisant  en  langage 
vulgaire  ,  et  débarrassés  de  ces  formes  insolites,  de  ces  locutions  figurées, 
métaphysiques,  mystiques,  capables  tVenténébrer  la  plus  lucide  des 
sciences.  Tm. 


(  m  ) 

2.   Soient  les  m  —  i  équations 

j\  sin  cp  +  j2  sin  2  ç  -h  ja  sin  3  cp  +  . .  .  4-  ^  „,_,  sin  (  w  —  1 1  o  =  .v, , 
j-,sin2(jj-+-J-..sin4'i>+j3  sinôo-h.  .  .  -f-j„,-_,sin2(w— 1)9=  s-,, 
jiSin3çp+^-2sin6(p-f-j3sin9e»H-.  .  . -h7„_,sin3(/« — 1)9  =  .v, , 

j,  sin(w  — i)<p  +  J2  sin2  [m  — i)(f  +j3sin  3  [m  — 1)0  -h.  .  . 
+jm-i  sin(w—i)-ep  =  *„_,, 

où  j^i ,  j'a  vj'"— 1  sont  m  —  i  inconnues^  5i ,  52,...,5,„_, 
sont  m  —  1  quantités  connues,  ainsi  que  m  5  et  |u.G)  =  tt. 

Multiplions  la  première  équation  par  sinfxœ,  la 
deuxième  équation  par  sin2/ut(p,  etc.,  et  la  deinicro 
équation  par  sin  (m  —  i)/J-<?,  y-  est  un  nombre  quel- 
conque compris  entre  o  et  m. 

Les  séries  qui  multiplient  j, ,  j 2 ,•••  ?  f,^- , 5  J„,_hi ^ •  •  - 

y,n-i  sont  nulles  en  vertu  de  l'équation  (i),  et  la  série 

qui  multiplie j^^  se  réduit  à  -  m,  d'après  l'équation  (2)5 

donc 

my    =  2  [^1  sin  fzfj)  +  .Vj  sin  2  p.^  -|-  .  .  .H-  .<•„_,  sin  (/«  —  ï)  f*?]  ; 

faisant  successivement  [j.  égal  à  i,  2,  3,...,  m  —  i,  on 
obtient  les  valeurs  des  m — i  inconnues. 

Observation.  Ces  équations  sont  celles  que  Lagrangc 
résout  dans  sa  Théorie  du  son  (Mémoii^cs  de  l'Académie 
de  Turin,  tome  I;  1769);  il  parvient  au  même  résultat 
par  une  voie  plus  longue.  Du  reste ,  les  équations  (  i)  et  (2) 
sont  aussi  dues  à  Lagrange. 
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MELANGES. 


i.  M.  Seguin,  élève  du  collège  de  Toulon  (classe  de 
M.  Huet) ,   résout  les  questions  suivantes  : 

1°.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  droit,  tel  c|ue  sa 
surface  totale,  augmentée  de  sa  surface  latéi^ale,  soit  égale 
à  la  surface  de  la  splière.  En  prenant  la  hauteur  du  cône 
pour  inconnue,  on  parvient  à  une  équation  du  quatrième 
degré,  carré  parfait,  et,  par  conséquent,  à  une  équation 
du  deuxième  degré. 

2''.  Les  bissectrices  des  angles  extérieurs  d'un  triangle 
coupent  respectivement  les  côtés  opposés  en  trois  points, 
qui  sont  en  ligne  droite.  Démonstration  par  les  propriétés 
segmentaires  connues  (*). 

3°.  Première  question  élémentaire  du  grand  con- 
cours (page  3o6).  On  voit  facilement  que  les  points  O 
et  C  appartiennent  au  lieu  cherché.  Désignant  par  I  le 
point  où  la  perpendiculaire  DF  rencontre  la  circonfé- 
rence décrite  sur  GH  comme  diamètre,  on  démontre  que 

FI  =:GF.F05  donc  le  lieu  du  point  I  est  un  cercle. 
Les  propriétés  segmentaires  donnent  le  lieu  immédiate- 
ment. 

4°.  Seconde  question  élémentaire  du  grand  concours. 
M.  Seguin  dit  que  le  théorème  s'applique  à  un  point 
quelconque  situé  sur  le  plan  de  la  base.  Obsei^vation  juste, 
faite  par  un  élève  !  L'énoncé  officiel  est  tronqué. 

5'\  On  démontre  les  deux  propriétés   fondamentales 

(  *  )  On  a  trois  faisceaux  harmoniques ,  et  irois  des  rayons  homologues 
passent  par  le  même  point. 

Ann.  de  Mnlhéniut.,  t.  XI,   (Octobre  i^b-A..)  23 


(  386  ) 

des  diamètres  conjugués  (Apollonius)  dans  lellipse ,  eu 
considérant  cette  courbe  comme  la  projection  orthogo- 
nale d'un  cercle,  ayant  l'axe  focal  pour  diamètre:  cercle 
qu'on  rabat  sur  le  plan  de  l'ellipse.  M.  Barllie,  élève  de 
l'institntion  Barbet,  démontre  ces  propriétés,  dans  l'hy- 
perbole ,  de  la  même  manière;  il  considère  cette  courbe 
comme  étant  la  projection  orthogonale  d'une  hyperbole 
équilatère,  construite  sur  l'axe  focal ,  et  rabattue  sur  le 
plan  de  l'hyperbole. 

2.  Lieu  géométrique  plan.  Soient  deux  axes  fixes  si- 
tués dans  un  plan-,  un  cercle  d'un  rayon  donné  coupe 
ces  axes  en  quatre  points,  sommets  d'un  quadrilatère;  les 
deux  diagonales  sont  assujetties  à  se  couper  à  angles  droits. 
]\J.  le  professeur  Houssel  trouve  que  le  lieu  du  centre  du 
cercle  est  une  ellipse.  On  trouve  la  même  ellipse  en  assu- 
jettissant à  la  même  condition  les  côtés  opposés  du  qua- 
drilatère. 

3.  L'intégrale  définie,  traitée  parM.Loxhay  (page  1 46), 
est  un  cas  particulier  d'une  autre  intégrale  définie  du 
même  genre  (voir  Journal  de  Malliématiqucs ,  tome  XI, 
page  471  ;  1846). 

4.  Pour  construire  l'intersection  d'un  cône  avec  un 
plan ,  M.  Soubrut,  élève  du  lycée  de  Montpellier,  emploie 
la  méthode  suivante  :  On  cherche  1  angle  que  fait  le  plan 
sécant  avec  le  plan  horizontal;  on  prend  pour  plan 
auxiliaire  un  plan  vertical,  donné  par  sa  trace  horizon- 
tale perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  du  plan  sé- 
cant. Après  avoir  projeté  orthogonalemeul  toutes  les  gé- 
nératrices du  cône  sur  ce  plan,  on  rabat  ce  plan  sur  le 
plan  horizontal,  et  l'on  obtient  facilement  le  rabatte- 
ment de  la  section  cherchée  ;  puis,  à  l'aide  de  cette  courbe, 
on  construit  les  projections  horizontale  et  verticale  de  la 
section.  La  même  méthode  s'applique  encore  avec  plus 
de  facilité  au  cylinih'c,  surtout  pour  obtenir  la  section 
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droite.  Pour  construire  l'intersection  de  deux  cylindres, 
le  même  élève  ne  fai  t  usage  que  du  plan  horizontal  ;  les 
données  sont:  i°  les  traces  horizontales  des  cylindres  5 
2"  les  projections  horizontales  des  génératrices;  3°  les  in- 
clinaisons des  génératrices.  On  cherche  la  trace  horizon- 
tale d'un  Y^\an  auxiliaire  parallèle  aux  génératrices  5  on 
obtient  ensuite  la  projection  horizontale  de  l'intersection 
des  deux  cylindres,  et  la  distance  de  chaque  point  de  cette 
intersection  à  un  plan  perpendiculaire  à  une  génératrice; 
ce  qui  permet  de  développer  le  cylindre. 

5.  Cette  année,  comme  à  l'ordinaire,  on  a  partagé,  à 
Paris,  les  candidats  à  l'Ecole  Polytechnique  en  deux  sec- 
tions; et,  à  chacune,  on  a  donné  à  résoudre  un  problème 
de  géométrie  descriptive  :  à  une  section ,  on  a  donné  un 
problème  facile,  de  prompte  exécution;  et  à  l'autre,  un 
problème  comparativement  difficile,  et  d'une  exécution 
longue.  L'énoncé  de  ce  fait  suffit,  on  l'espère,  pour  qu'il 
ne  se  reproduise  plus. 

6.  Pour  la  composition  d'entrée  à  l'Ecole  Forestière, 
on  a  proposé,  cette  année,  une  question  qui  rappelle  celle 
que  le  baron  de  Tott  fit  jadis  à  un  collège  de  Constanti- 
nople  :  Démontrer  que  la  somme  des  trois  angles  d'un 
triangle  est  égale  à  deux  angles  droits.  On  répondit  que 
la  proposition  était  vraie  pour  le  triangle  équilatéral.  En 
viendrons-nous  à  de  telles  réponses?  Quivii^ra,  verra. 

7.  Dans  une  publication  récente,  on  prescrit  de  défi- 
nir, et  même  de  construire  le  rectangle  et  le  carré,  avant 
de  connaître  la  théorie  des  parallèles .  Géométrie  singu- 
lière! D'Alembert  dit  que  cette  science  rectifie  les  esprits 
droits.  Celle-là  peut  servir  à  les  courher,  n'importe.  On 
verra  bientôt  éclore  des  ouvrages  rédigés  dans  cet  esprit, 
cl  que  les  professeurs  seront  forcés  d'acheter  et  de  suivre. 
Toutefois  ,  je  persiste  dans  l'opinion  qu'il  y  aurait  avan- 
age,  ou  du  moins  pas  grand  jual  à  faire  entrer  dans  les 

25. 


(  ;588  ) 

Couimissions  mathématiques  quehjucs  malliématicieus, 
tels  que  MM.  Caucliy,  Chasles,  Lamé,  Liou ville,  etc. 
Lorsqu'il  s  agit  de  réglementer  l'enseignement,  même 
élémentaire,  d  une  science,  il  faut  en  consulter  les  oracles. 
C'est  mon  avis. 


CONSTRICTION  Dl  PENTAGONE  RÉGILIER,  D  APRESM.  STAUDT; 


Par    m.   Henri    BARRAL, 
Professeur  de  Mathématiques. 


M.  Staudt  a  donné,  sans  démonstration  (Cuei.le, 
tome  XXIV ^  18.42),  la  construction  suivante,  pour  in- 
scrire un  pentagone  régulier  dans  un  cercle  : 

AB  et  CD  sont  deux  diamètres  rectangulaires  ^  sur  la 
tangente  en  A,  on  prend  une  longueur  AE  quadruple 
du  rayon  ;  sur  la  tangente  en  B,  une  longueur  BF  égale 
au  rayon  j  on  mène  la  droite  EF,  et  l'on  joint  les  points 
M,  N,  où  cette  ligne  coupe  la  circonférence,  au  point  A. 
Ces  droites  rencontrent  CD  en  ni  et  n  •  par  ces  points j 
on  mène  les  cordes  GH,  IK  parallèles  à  AB  :  le  penta- 
gone CIHGK  ainsi  obtenu  est  l'égulier. 


Pour  démontrer  l'exactitude  de  cette  construction, 
nous  remarquerons  que,  dans  tout  pentagone  régulier 
CIHGK,  les  distances  0//i,  On  sont  respectivement  égales 
aux  côtés  des  deux  décagones  réguliers  inscrits  dans  un 
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cercle  de  rayon  moitié  moindre  -,  il  suffit  donc  de  faire  voir 
que  Om  elOn  sont  les  côtés  desdécagones  inscrits  dans  la 

circonférence  qui  aurait  pour  rayon  -  OA. 

Désignons  OA  par  R,  Om  par  x,  On  par  ^. 
Les  triangles  PAE ,  PBF  donnent 
PA  :  PB  ::  ae  :  bf; 

donc 

PA  =  -R,      PB  =  Jr,      P0  =  ^R. 
5  5  5 


Les  triangles  PAE ,  POQ  donnent 
OQ  :  AE  ::  PO  :  PA; 


d( 


QO  —  -  R. 

2 


On  a 
(i)  Mm.mA  =  mC.mT>=K' —  X-. 

Les  triangles  MAE,  MmQ  donnent 

.  MA  _  AE  _       4R       _       8R 

^^'  Mm~  niq~  3  ^  ~  3R— 2x" 

—  ix  —  ,r 

2 

en  multipliant  membre  à  membre  (i)  et  (2),  on  a 

oR  —  2.x 
Or  les  triangles  AOm,  AMB  donnent 

AM .  A  /«  =r  2  R-  ; 
donc 

2R^  =  (R^_x-        ^^ 

ù  l'on  tire 

(3)  X  1  x  — 


3R- 

d'où  l'on  tire 


(  ^y»'  ) 

En  clierchaiii  la  >aleur  tic  On  .  on  irouvc 

<4)       ■•■(i--')=(iy- 

Les  valeurs  absolues  des  racines  de  ces  deux  équations 
sont  les  mêmes,  et  représentent  les  côtés  des  décagones 

inscrits  dans  le  cercle  de  rayon  —  ;   donc  le  pentagone 
CIHGK  est  régulier. 

Note.  La  construction  la  plus  simple  du  pentagone  régulier  est  celle-ci . 
Soient  OA  ,  OB  deux  rayons  perpendiculaires;  M  le  milieu  OA  ;  la  diffé- 
rence entre  BM  et  OM  est  le  côté  dn  décagone;  portant  cette  différence 
de  O  en  N  sur  OA ,  BN  est  le  côté  du  pentagone  (Elclide,  liv.  xui, 
prop.  9  et  10  );  mais  la  construction  de  M.  Staudt  est  remarquable,  parce 
qu'il  indique  une  construction  analogue  pour  la  division  de  la  circonfé- 
rence en  dix-scpi  parties  égales.  On  la  trouve  dans  le  même  volume  du 
Journal  de  M.  Crelle  (tome  XXIV,  page  25i) ,  sans  figure  et  sans  démons- 
tration. Des  fautes  typographiques  rendent  la  description  ininlelligiblc 
pour  moi.  Tu. 


GRWD  CONCOIRS  (AMEE  1831); 

Par  m.   GARJNIER  (  Fr.vnçois-Philibert), 
Ké  a    Paris,   le   i.)  juillet   i83j,  lîlcve  du  lycée   Bonaparte,    classe  de 
Mathématiques  élémentaires;  deuxième  division,  professeur  M.  .\miol , 
Institution  C.arré-Dcmailly. 


MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES  (Pre^mier  prix). 

Étant  donnés  deux  cercles  o  et  o'  qui  ne  se  touchent 
pas ,  mais  qui  peuvent  se  couper  ou  ne  pas  se  couper,  in- 
diiTéremment ,  de  chaque  point  M,  de  Tun  o,  on  mène 
deux  droites  aux  centres  de  similitude  S  et  S'  des  deux 
cercles  ]  ces  droites  rencontrent  1  autre  cercle  o'  en  ([uatre 
points  m,  w,  /«',  n'  ;  on  demande  de  prouver  que  deux  de 
ces  points  sont  sur  un  diamètre  du  cercle  o',  cl  les  deux 
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autres  sur  une  droite  qui  passe  toujours  par  un  point 
fixe,  quel  que  soit  le  point  M  pris  sur  le  cercle  o. 

A 


Je  dis  d'abord  que  deux  des  points  m,  w,  m\  n'  sont 
sur  un  diamètre  de  o'  ;  je  joins  oM.  Ce  rayon  est  paral- 
lèle aux  deux  rayons  o'm^  o'n'  de  la  circonférence  o', 
d'après  la  définition  même  des  centres  de  similitude.  On 
a  donc  du  point  o'  deux  rayons  parallèles  à  une  même 
direction,  et,  par  conséquent,  ces  rayons  sont  le  prolon- 
gement l'un  de  l'autre;  sans  quoi,  du  point  o'  on  pour- 
rait mener  deux  parallèles  à  une  même  droite,  ce  qui  est 
impossible.  Donc  la  droite  mn'  est  un  diamètre  de  o'. 

Je  dis,  en  second  lieu,  que  les  deux  autres  points  n 
et  m'  sont  sur  une  droite  qui  passe  par  un  certain  point 
fixe,  que  l'on  peut  déterminer. 

Par  les  points  ïi  ,et  m'  je  mène  deux  tangentes  ati 
cercle  o',  et  par  M  une  tangente  à  o.  Les  tangentes  en  ?i 
et  en  M  se  rencontrent  évidemment.  J'appelle  K  leur 
point  de  rencontre,  et  je  dis  que  c'est  un  point  de  l'axe 
radical  des  deux  cercles. 

En  effet,  je  mène  des  tangentes  par  les  points  B  et  C. 
Les  deux  triangles  /zKM  et  MBA  sont  semblables  5  car  les 
angles  en  M  sont  égaux  comme  opposés  au  sommet  5  et 
les  droites  AB,  K/i  étant  parallèles  comme  perpendicu- 
laires à  des  rayons  parallèles  oB,  o'n,  les  angles  A  et 
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«KM  sont  égaux.  Or  le  triangle  ABM  ost  isocèle;  car  AM 
et  AB  sont  deux  tangentes  au  cercle  o.  Donc  aussi  KwM 
est  isocèle,  et  Ton  a  K/z  =  KM.  Par  conséquent,  K  est 
d'égale  puissance  par  rapport  aux  deux  cercles  o  et  o'; 
donc  c'est  un  point  de  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles. 

Si  l'on  considère  mainlenani  la  tangente  en  m',  ou  voit 
qu  elle  rencontre  aussi  la  tangente  en  M,  en  un  point  que 
j'appellerai  K,.  On  prouve,  comme  précédemment,  que 
K|  est  un  point  de  l'axe  radical  des  deux  cercles;  car  les 
triangles  //i'KjM  et  MDC  sont  semblables,  puisque  DC 
et  m'Ki  sont  parallèles,  comme  perpendiculaires  à  des 
rayons  parallèles.  Or  DM=:DC,  comme  tangentes  issues 
d'un  même  point  ;  donc  Kj  m'  =  Kj///.  Donc  K,  est  aussi 
un  point  de  l'axe  radical  des  deux  cercles. 

Les  points  K  et  Ki  se  trouvent  tous  les  deux  sur  l'axe 
radical.  Ils  se  trouvent  aussi  sur  la  tangente  en  M  :  mais 
cette  tangcîite  ne  peut  rencontrer  l'axe  radical  qu'en  un 
point;  donc  K  et  Ki  se  confondent.  Les  tangentes  en  m' et 
en  n  se  rencontrent  donc  en  un  point  de  l'axe  radical  des 
deux  cercles  o  et  o'. 

Or  le  point  K  est  le  pôle  de  ni' n  par  rapport  à  o', 
puisque  c'est  le  point  de  rencontre  des  tangentes  menées 
par  les  extrémités  de  cette  corde.  Et  comme  le  point  M  est 
quelconque  sur  o,  il  en  l'ésulte  que  le  lieu  des  pôles,  par 
rapport  à  o',  des  droites  m' n ,  est  l'axe  radical  des  deux 
circonférences  o  et  o'.  Donc,  toutes  les  droites  ni'n  pas- 
sent par  le  pôle,  par  rapport  au  cercle  o',  de  l'axe  radical  ; 
car  on  sait  que  toutes  les  droites  qui  ont  leurs  pôles  sur 
une  autre  droite  passent  par  le  pôle  de  cette  droite. 

Ce  point  fixe  P  est  facile  à  déterminer;  car  on  sait 
construire  l'axe  radical  de  deux  circonférences,  et  déter- 
miner le  pôle  d'une  droite  donnée,  par  rapport  à  mie  cir- 
«•(niférenre  donnée. 
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Si  les  circonférences  o  ei  o'  étaient  sécantes  ou  inté- 
rieures, la  même  démonstration  s'appliquerait. 

i^ole.  ;\IM.  Délions,  élève  du  lycée  de  Niines  (classe  Haillecourt  ) ,  et 
Decourbes  ont  envoyé  des  solutions  qui  s'appuient  sur  les  mêmes  théo- 
rèmes que  la  solution  précédente. 

Ce  concours  est  un  point  d'arrêt  dans  l'enseignement.  Nous  n'aurons 
probablement  plus  de  semblables  questions  à  enregistrer.  Tous  les  géomè- 
tres connaissent  les  Diverses  solutions  de  la  question  de  mathématiques  élé- 
mentaires, -proposée  au  concours  généra]  en  i85i  ;  in-8°.  L'auteur  a  gardé 
l'anonyme,  mais  l'on  reconnaît  la  louche  du  maître. 


MiVELlE EXPRESSION  DE  L'AIRE  DINE  SURFACE  (STREBOR) 

(voir  t.  IX,  p.  310)  ; 

Par  m.   h.    FAURE. 


Soit  R  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  fixe  sur 
un  plan  tangent  quelconque  à  une  surface  donnée,  et 
soient  0,  (p  les  angles  qui  déterminent  la  position  de  cette 
droite-,  en  posant,  pour  abréger, 


L 

= 

R  sin  0  -f- 
cos  9  f/R 

dR        ^ 
— -  cos  0 
dB 

d'-R 

4- 

I 

sin 

^^R 

0  d  <o- 

IVl 

^^ 

sin  fi  d  o 

dQ  d(f 

5 

N 

= 

> 

Taire  de  la  surface  dont  il  s'agit  aura  pour  expression 

A  .—    r  f  (  LN 'r—r\  d  0  dr^.  (Strebor.) 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  très-simple,  mais 
elle  conduit  à  des  calculs  trop  complexes  pour  que  nous 
puissions  les  exposer  ici;  nous  allons  simplement  indi- 
(|ucr  la  marche  que  nous  avons  suivie  pour  y  arriver. 
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Si  1  ou  regarde  les  coordonnées  .r ,  y,  z  des  points  d'une 
surface  comme  fonctions  de  deux  variables  indépen- 
dantes «et  &,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 


dx 

dx   ,          dx   ^, 
—       da  +  —  db , 
da              db 

dy 

dy    ,          dy 

dz 

cl  (|ue  Ton  pose,  pour  abréger, 
dx  dy        dx  dy 


dadb 

dbda           ' 

dz  dx 

dz  dx 

dadb 

dbda          ' 

dy  dz 
dadb 

dy  dz        ^ 
dbda       ^' 

on  trouvera 

dz 
dx 

=  P  =  - 

X       dz                      Y 

Z'      d-y='^  =  -Z 

[Voyez  Lacroix, 

n"  774.) 

Donc  Taire  d'une  surface  sera  exprimée  par  la  formule 


=// 


y/X^  +  Y^  4-  Z'  dadb. 


Supposons  que  .a^,  7,  z  soient  les  coordonnées  du  point 
de  contact  d'une  surface  avec  son  plan  tangent,  et  que  l'on 
projette  la  droite  qui  joint  le  point  fixe  avec  le  point 
(x,  j-,  z)  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  même 
point  fixe  sur  son  plan  tangent-,  il  est  facile  de  voir,  en 
employant  les  notations  indiquées  plus  haut,  que  R  aura 
pour  expression 

(  I  )  R  =  j:  sin  0  ces  cp  -h  j  sin  0  sirKp  -f-  z  ces  0  j 
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d  où  Ton  déduit 

(  2  )  —  =  .V  cos  9  cos  9  -h  /  sin  (j-  cos  0  —  z  sin  0 , 

(3)  — —  =  y  cos  'j  sin  0  —  .c  sin  tp  sin  9 , 

a  V 

puisque 

sia  0  cos  <f  dx  -+-  sin  9  sin  r^  dr  -{-  cos  9  dz=  o . 

Résolvant  les  équations   (i) ,  (a),  (3)  par  rapport  à 
X ,  y,  z  ^  on  trouve 

r/R  c/R  sin  o 

^  =  R  sm  9  cos  cp  +  — —  cos  o  cos  9 ; : ;  ? 

-        f/9        ^  r/<}-  sin  9 

<fR   .  r/Rcoso 

r  =  R  sm  9  sin  »  +  ^—  sin  'j  cos  9  h- ^ — -  5 

'        f/  9         '  r/  (p  sin  9 

.       rfR  .    , 

3  =  R  cos  0 ~  sin  9 . 

dd 

Et  si  l'on  regarde  6  et  9  comme  des  variables  indépen- 
dantes dont  R  serait  une  fonction ,  on  trouvera 

dx  ,,sina>       -^  .    ,    dK   .     , ,,         ^ 

—  =       M -T— ^  +  N  cos  (p  cos  9  + -7- sm  (  9  —  ©j, 
f/9  sin  9  dO        ^  ' 

—  =  —  M  cos  9  cos  ep  —  L  sin  <p , 
do 

dy  cos  s       ^,    .  ,        d^   . 

—  =  —  M -i-  iN  sin  »  cos  9  -f-  -7-  sin  (9  —  s,   , 

dO  sin  9  ^  dB        ^         ' 

-^  =;  —  M  cos  9  sin  Ç'  +  L  cos  9 , 

d'^     ■ 

dz 

—  =  —  N  sm  9 , 
df) 

—  =       M  sin  9 . 
d^ 

De  là  on  déduit  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  faisant  a  =  0, 
b=(f^  et  par  suite,  la  valeur  indiquée  pour  la  surface. 
Dans  le  cas  d'une  courbe  plane,  on  peut  donner  aussi 
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pour  lexpressiou  de  la  longueur  de  l'are ,  une  foimc  ana- 
logue à  la  précédente,  mais  qui  se  déduit  très-aisément  de 
la  valeur  de  la  pcrpendienlaire  R  abaissée  d'un  point  fixe 
sur  la  tangente  à  la  eourLc.  On  a  en  elVet,  JC,  }'  étant  les 
roordonnécs  du  point  de  contact , 

R  =  V  sin  o  H-  a-  ces  « , 


d( 


puisque 


——  =  y  cos  ç  —  X  sin  w , 


sin  y  dy'-\-  cos  ^  dx  z=:  o . 
En  résolvant  ces  deux  équations,  on  trouve 

clK  . 

or  =  R  ces  o -—  sm  a., 

a  cp  ' 

r/R 

)   =  R  sin  ç  H — j—  cos  V  ; 

[)uis  ,  en  regardant  R  comme  une  fonction  de  !jp 

r/x  =  —  sin  ©  (  R  -h  — —  )  «^  (p , 
'    \  rfcp-  / 


dy=        ces?  (^R  +  —  )  ./c 


Ajoutant  les  carrés  de  ces  deux  expressions,  on  trouvera 
pour  la  longueur  S  delà  courbe,  l'expression 

^=/(''  +  rf-7) '''  =  /''"'• 

Les  applications  de  ces  formules  peuvent  être  fréquen- 
tes \  elles  olTrent  cette  particularité  de  présenter  l'expres- 
sion de  l'aire  ou  de  la  longueur  de  la  courbe,  sous  forme 
rationnelle. 

On   (rouvera  ainsi  rpic  Taire  d'un  e]li}>sf»ïde  dont  les 
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flenii-axcs  sont  «,  ^,  c,  est  égale  à  l'intégrale  double 

sin  0  rf  G  da^ 
[c=  cos'  0  +  sin'  0  (  a-  cos'tp  H-  6^  sin'  o  )  J-  ' 


w..//j 


prise  entre  les  limites  o,  -• 
^  a 

Relativement  à  l'ellipse  dont  les  demi-axes  seraient  a. 

et  b ,  on  trouvera ,  pour  l'expression  de  son  arc , 


a'b'    \  .      i,      où      c^  =  a^  — /;^ 

(«'  —  c^  sin-  tp)^ 

Cela  s'obtient  facilement,  en  remarquant  que  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  d'un  ellipsoïde  sur  son  plan 
tangent  a  pour  valeur 

R  =  \ja'^  sin-  ô  cos^  ^  +  è-  sin-  9  sin^  <p  +  c'  cos^  Ô , 

de  même  que,  dans  l'ellipse,  la  perpendiculaire  abaissée 
de  son  centre  sur  la  tangente  est  égale  à 


\là^  cos-  'f  4-  b'^  sin-  <» . 

Ces  valeurs  s'obtiennent  par  le  calcul ,  ou  plus  simple- 
ment en  se  rappelant  que  la  somme  des  carrés  des  projec- 
tions des  demi-axes  principaux  dune  ellipse  ou  d'un 
ellipsoïde  sur  une  droite  (R)  est  égale  à  la  somme  des  car- 
rés des  projections  de  tout  autre  système  de  diamètres 
conjugués  sur  la  môme  droite.  Si  1  on  prend  pour  ce  se- 
cond système  celui  dont  la  perpendiculaire  R  fait  partie , 
on  arrivera  à  exprimer  la  longueur  de  cette  droite  en 
fonction  des  axes  et  des  angles  qu'elle  fait  avec  eux ,  les- 
quels sont  bien  faciles  à  éliminer. 


(  :^<)« 


S0LITI0\  DE  LA  QIESTION  193  (rilChER; 

(voir  t.  Vil,  p.  3C8)  ; 

Par  m.  l'abbé  JULLIEN, 
Du  séminaire  de  Vais. 


Théorème.  Trois  cercles  étant  donnes  dans  un  même 
plan  j  construisant  un  cercle  coupant  rectangulairetnent 
l'un  des  deux  cercles  donnes,  et  passant  par  les  inter- 
sections des  deux  autres^  les  trois  nouveaux  cercles 
passent  par  les  deux  mêmes  points. 

Démonstration,  Soient  A  ,  B,  C  les  centres  des  cercles 
donnés,  /*  ,  z'^,  /'.  leurs  rayons,  Aj,  Bi,  Ci  les  centres  des 
nouveaux  cercles;  les  mêmes  Ictlrcs  se  rapportant  au\ 
cercles  qui  se  coupent  rectangulaircment. 

Prouvons  que  les  axes  radicaux  des  cercles  Ai,  Bi,  Ci 
ont  un  point  commun  non  situé  à  l'infini;  de  plus,  que 
les  centres  de  ces  cercles  sont  en  ligne  droite,  et  le  théo- 
rème sera  démontré. 

Les  axes  radicaux  des  cercles  A  et  Bi,  A  et  Ci  concou- 
rent au  centre  radical  des  cercles  A  ,  B,  C  ;  donc  Taxe  ra- 
dical des  cercles  Bi  et  Ci  passe  en  ce  point.  On  démontre 
de  même  que  les  deux  autres  axes  radicaux  des  cercles 
Al,  iîi,  Cl  passent  en  ce  point. 

Appliquons  le  théorème  des  transversales  au  triangle 
ABC,  et,  pour  cela,  déterminons  le  segment  AiC. 

Al ,  B,  ,  Cl  sont  respectivement  les  cotés  BC,  AC,  AB 
du  triangle  ABC,  représentés  par  a,  Z>,  c. 

Représentant  par  E,  D  les  intersections  des  cercles  B 
cl  C ,  par  F  la  rencontre  de  la  corde  ED  avec  la  droit(>  BC, 
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et  par  G  le  pied  d'une  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur 
cette  même  droite  BC ,  on  a 

Zl)  =  Â^^'  +  Df'=  ÂTc  V  2  A,  C  X  CF  4-  7j 


=  A,C  +  A,C 


■/         /^ 


y        ;3 


(i)  A, A  =,-^  +  A,D  =  A,C  +A,C-^ ^ ^'a+'y. 

D'un  autre  côté , 

(2)Â^'z=Â7c±2A,CXCG+^'^=Â^Va,c''  ^ ^''^  +b\ 

Égalant  les  seconds  membres  des  égalités  (i)  et  (2),  on 
obtient 


A, G: 


c^-ù^-i-rl-7-^ 


puis,  en  vertu  de  la  symétrie,  et  par  permutation  toui 
nante, 

/,  (c^  _  ri  —  r'  ) 

B.A  =  -^ -^^-4, 

«'— ^'+ '  «—'■>- 

On  en  déduit 

a  (c'-  —  ri—  ri) 
A,B  =  A,C  +  rt=       ^  '  ""^   - 


c^- —  b' -\- 7-'^— rj. 


c(b'—r'  —7-') 


'^'  -^  '^'■î  ~  'a 

A,CX  B.AXC.B  =  A.BXB.CXC.A. 

Les  centres  Ai,  Ri,  Ci  sont  donc  eu  ligne  droite. 

11  est  à  remarquer  que  les  six  cercles  A,  13,  C,  Ai,  Bi,  C? 
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peuvent  être  considérés  de  qualre  manières  dilVérentes  , 
comme  partagés  en  deux  groupes  de  trois  cercles,  ayant 
entre  eux  les  mêmes  relations  que  les  cercles  A,  B,  C. 
et  A,,  B,,  Cl. 


EXERCICES  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE  Al  MOYEN  DE  LA 
LIGNE  DROITE  ET  Dl  PLAK; 

Par  m.   HUET, 

Pi'dlVsspiir  au  C(>llef;<'  ili'   luiiliiii. 


i"-  Trouver  les  traces  dun  plan  qui  passe  par  un 
point  donné  ,  qui  fasse  avec  la  ligne  de  terre  un  angle 
donné  et  qui  soit  tel,  que  les  traces  fassent  entre  elles  un 
angle  donné. 

2°.  Etant  données  trois  droites  qui  se  rencontrent  dans 
l'espace,  trouver  sur  l'une  d'elles  un  point  qui  soit  à 
égale  distance  des  deux  autres. 

3".  Etant  donnés  quatre  points  A,  B,  C,  I),  mcnoi- 
par  le  point  A  un  plan  tel ,  qu  en  abaissant  sur  ce  plan 
des  perpendiculaires  parles  points  B,  C,  D,  leurs  pieds 
soient  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral,  ou  dun 
triangle  semblable  à  un  triangle  donné. 

4".  Par  un  point  donné  mener  un  plan  qui  rcncojilre 
un  plan  donné  suivant  une  droite  d'une  longueur  donnée 
(en  considérant  cette  droite  comme  terminée  à  ses  deux 
traces),  et  tel,  que  langle  qu'il  fait  avec  ce  plan  soit  égal 
à  un  angle  donné-,  ou  bien  tel,  que  ses  traces  fassent  entre 
elles  un  angle  donné. 
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QUESTIONS. 


262.  (_;.)'' =  _'ic^.„H-^^C.^.„_...=bC„,,„: 

n  est  un  nombre  entier  positif,  p  une  quantité  quel- 
conque 5  et 

C„  „  =  '-^ ^— r^i 1 .  Catalan. 

'^  I  .  2  . 3 ...  « 

263.  Démontrer  que  l'équation  suivante  a  sept  racines 
comprises  entre  o  et  i  : 

3432  j:'  —  I20i2.r*  H-  i6632jr*  —  i  i55o.r'  +  4200  j:' 
—  756j:-+56j: — 1  =  0.  (Gauss.)* 

224'.  Une  sphère  a  un  mouvement  de  rotation  uni- 
forme autour  d'un  de  ses  diamètres ,  et  uu  mouve- 
ment uniforme  de  l'évolution  autour  d'un  axe  situé  liors 
de  la  sphère  et  parallèle  au  diamètre  axe  de  rotation;  les 
deux  vitesses  angulaires  sont  égales  et  de  sens  opposé  5 
chaque  diamètre  de  la  sphère  décrit  un  cylindre. 

256.    Si    m  =  p"-  —  </ ,    la    suite    des    fractions    y  -, 


a        pa 


mb      a"        lia' ~\- mb 


a  pa  -t-  mb  t-^ 

—  —  ,  —  =:  — — -,  etc.,  converge  vers  V m  5 

h  a -\- pb       b  a  -\- pb  ° 

quelle  que  soit  la  fraction  initiale  -r\  m ,  p,  q-^  a,  b  sont 

des  nombres  entiers  positifs  donnés.  (Prouhet.) 

266.  Soient  trois  axes  rectangulaires 5  on  les  divise,  à 
partir  de  l'origine,  chacun  en  parties  égales  à  l'unité; 
par  les  points  de  division  d'un  axe  on  mène  respectivc- 

(*)  M.  Koralelc,  habile  et  expeditif  calculateur,  a  trouvé  les  six  racines 
irrationnelles  avec  sept  décimales;  la  septième  est  o,5. 

Ann.  de  MalhémaL.,   i.  XI,  (Novembre  i852.)  26 
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ment  des  plans  parallèles  au  plan  des  deux  autres  axes^ 
CCS  trois  systèmes  de  plans  parallèles  détcrininont,  par 
leurs  intersections,  tous  les  points  dont  les  coordonnées 
sont  des  nombres  entiers.  Soit  un  point  d'intersection 
ayant  pour  coordonnées  les  nombres  entiers  m,  /? ,  /;  ;  ce 
point  est  le  sommet  d'un  parallélipipède.  Prenons,  dans 
l'intérieur  de  ce  parallélipipède,  trois  points  ayant  pour 
coordonnées  entières  respectives  ///j,  //j,  /?,  ;  w» ,  «s ,  /?2  5 
n^ii  ^h^  p.\-  Lf*  plan  qui  passe  par  ces  trois  points  par- 
tage le  parallélipipède  en  deux  portions  ;  combien  chaque 
portion  renferme-t-elle  de  nombres  entiers? 

267.  Al,  A9,  A3,  A.,  A5,  M  sont  six  points  situés  sur 
une  sphère  : 

r/,  =  distance  rectiliiino  de  A,  à  ]M  , 
(li  =  i<L  A  2  à  ]M  , 

<■/:,  :n=  r(f.  A3   à   IVl  ; 

etc. 

(',  =  volume  du  tétraèdre  A .  A3  A  ^  A=, , 
«',  =  ici.  A,  A3  A,  As, 

«'3  r=  ici.  A,  A2A4  A5, 

t\  =  id.  A,  Aj  A3  As, 

t>i=  ici.  AiA^AjA^. 

On  a  la  relation  analytique 

P,  r/,  +  ('.  f/j  -f-  fj^/j  +  «'iC/»   +  <'5<^i,   =:  O.        (LUCHTERHAMI. 

208.  Etant  donnés  un  cône  du  second  degré  et  un  point 
fixe  dans  l'intérieur  du  cône  \  mener  pa  r  ce  point  un  plan 
tel,  que  la  section  ait  le  point  fixe  pour  foyer. 

(YvON    ^  ILLAnCEAl  .  ) 

209.  Deux  surfaces  se  coupant  suivant  une  ligne  de 
courbure,  commune  à  Tune  et  à  l'autre;  le  hmg  de  cette 
ligne  ,  les  deux  surfaces  se  coupent  sous  le  menu-  angle. 

(O.  T.) 
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SllU  LE  THÉORÈME  DE  M.  STIRM5 

D'après  M.  BORCHARDT. 

(.îournal  de  M.  Liouville,  tome  XII,  page  54;  «847- 

1.  Lemme.  Soient  V  =  o  une  équation  algébrique  de 
degré  «•,  «i,  a^,.. . ,  <t!„  les  n  racines 5  V,,  V^,  V3,. . .,  V„ 
les  fonctions  sturmiennes  ;  on  a 

V  =  (.r  —  a^)  [x  —  <72)...(^' — a„), 
V,  =  2(.r  —  a,)  [x  —  «3).  .  .(x  —  «„), 

V,  =  — S(a,  ~  a,y  {x  —  a,)  {x  —  a,)..  .{x—a„), 

A  2 

Faisons 

h=  (j\  ,  p,—  ^{o^  —  a,Y  {a,  —  a,y  {a,~  a;)\ 


P2 


\p^p^  I 

(Sylvester.) 

PiiP^i--  étant  des  fonctions  symétriques,  les  racines 
sont  des  quantités  réelles  -,  donc  les  quantités  Aj ,  ^3 , . . . , 
sont  des  quantités  positives. 

Obseivation.  Ce  beau  théorème,  énoncé  seulement  par 

36. 
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rilluslrc  .uiK'ur  (vuii  \oin'cUes  ylmialcs,  t.  1".  p.  i66). 
a  été  tlcinonlré  par  ÎNI.  Stiirm. 

(Lioi  vrLi.F. ,  tome  Nil.  page  ^^56;  1842.) 

2.  Désignons  par  v^  le  cocnicicnt  de  la  plus  haute  puis- 
sance (le  j  ""'  (le  X  dans  la  fonriion  ^  <,  et  formons  les  deux 
séries 

Soient  a  et  p  les  nombres  des  permanences  de  signes , 
dans  la  première  et  dans  la  deuxième  série,  on  aura 

En  eQet ,  si  |3  =  o ,  on  a  évidemment  a.  =:.  u.  S  il  y  a  une 
variation  dans  la  deuxième  série,  par  exemple  entre  v  et  \\ , 
il  y  aura  une  permanence  correspondante  dans  la  série 
supérieure;  donc  le  nombre  total  des  variations  ne  change 
pas. 

3.  Soit  ^'  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  ; 
on  sait  qu'on  a  i'=a  — 13,  ou  bien,  d'après  ce  qui  pré- 
eède,  v=zii — ajS^  ainsi  l'équation  a  ["j  couples  de  ra- 
cines imaginaires,  c'est-à-dire  que  1  équation  a  autant  de 
couples  de  racines  imaginaires  que  la  seconde  série  pré- 
sente de  variations. 

4.  Il  est  évident,  ayant  égard  au  lemnie  de  Sylvester. 
que  l'on  a 

I  I  I 

,.  =  !,      <•,=/;,,      »',  =  — yr,,      (,  =  -77,,...,      v„~-p„. 

Aj  Ai  A„ 

Or  X,,  A3,...,  X„  sont  des  quantités  positives;  donc  la 
série 

1,     /?,,      p,, /;„ 

présente  le  même  nombre  de  variations  que  la  séi  ic 
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par  conséquent,  l'équallon  a  autant  de  couples  de  racines 
imaginaires  que  la  série  en  p  a  de  variations.  Ainsi,  on 
peut  former  directement  une  série  où  les  signes  des  termes 
apprennent  à  connaître  le  nombre  des  racines  réelles  et 
imaginaires,  sans  avoir  besoin  de  calculer  les  fonctions 
de  M.  Sturm.  Comme  les  formules  de  Waring  donnent 
les  valeurs  des  fonctions  symétriques  en  fonction  des 
coefficients  [Noiwelles  Annales,  tome  VllI,  page  76), 
on  trouve  aisément  les  termes  de  la  série  en  /). 

Observation.  M,  Hermite  vient  d'étendre  le  théorème 
de  M.  Sturni  à  deux  équations  à  deux  inconnues  \  extension 
depuis  longtemps  désirée,  et  d'une  haute  importance, 
même  pratique.  Ce  théorème  donne  le  moyen  d  obtenir 
les  racines  imaginaires  par  approximation,  puis([ue  la 
recherche  de  ces  racines  se  ramène  à  la  résolution  de  deux 
équations,  à  deux  inconnues. 


RECTIFICATION. 


On  lit  (page  333)  que  l'on  n'a  pas  calculé  les  fonctions 
de  M.  Sturm,  troisième  et  quatrième  degré,  pour  des 
équations  complètes.  M.  Cayley  a  calculé  les  fonctions 
V,  V2 ,  V3 ,  V.  pour  des  équations  complètes  de  degré  n 
{^Journal  (le  Mathématiques,  t.  XllI,  p.  269;  1848).  Le 
célèbre  géomètre  fait  voir  qu'étant  données  deux  fonc- 
tions algébriques  et  entières  quelconques,  on  peut  en 
déduire  une  suite  d'autres  fonctions  jouissant  de  cette  pro- 
priété, que  si  l'une  d'elles  s'évanouit  pour  une  certaine 
valeur  de  la  variable,  les  fonctions  précédente  et  sui- 
vante sont  alors  de  signes  contraires;  propriété  caracté- 
ristique des  fonctions  de  M.  Sturm.  La  proscription  van- 
dale d'un  des  plus  beaux,  des  plus  utiles  théorèmes  des 
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temps  luodernes,  nous  impose  le  devoir  d  y  levenir  sans 
cesse.  La  découverte  de  ce  lliéorème  unique ,  trait  de  gé- 
nie, attache  au  nom  du  célèbre  inventeur  une  ij;loire  solide 
parmi  les  savants;  la  seule qu  un  savant  doit  auibilioiiner. 


TRIGONOMETRIE  SrnERIQlË— THEOREME  UE  LEGEMIRE; 

Par  m.   E.   CATALAN. 


Dans  le  cours  que  j'ai  fait  cette  année  au  lycée  Saint- 
Louis,  j'ai  donné  à  mes  élèves  la  démonstration  suivante 
du  célèbre  théorème  à  l'aide  duquel  on  ramène  la  réso- 
lution d'un  triangle  sphérique,  ayant  ses  côtés  fort  petits, 
à  la  résolution  d^un  triangle  rectiligne.  Cette  démonstra- 
tion me  paraissant  assez  simple,  j'ai  pensé  qu'elle  pour- 
rait peut-être  intéresser  les  lecteurs  des  Annales. 

Soit  un  triangle  sphérique  dont  les  côtés  sont  supposés 
très-petits  relativement  au  rayon  R  de  la  sphère.  Soient 
a,  Z>,  clés  longueurs  de  ces  côtés,  exprimées  en  mètres. 
Nous  aurons,  par  la  formule  fondamentale  de  la  trigono- 
métrie sphérique , 

a  b  c  .     b     .     ( 

(i)  ces- =  cos-  cos --I- sm- sin  -  cos  A  , 

R  R        R  R        R 

A  étant  l'angle  opposé  au  côté  ti. 

Soit  un  triangle  rectiligne  ayant  les  côtés  égaux  a  ceux 
du  triangle  sphérique  rectifié;  nous  aurons  aussi 

(2)  (?-=:/;-  +  c-  —  ?,  bc  CCS  A', 

•Ml  appiîlanl  A   langle  opposé  au  côté  a. 
Posons 

A  =:  A'  -t-  ./■, 
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X  sera  un  très-petit  angle,  et  nous  aurons,  à  fort  peu  près, 
(3)  cosA  =  cosA'  —  orsinA'. 

Celte  formule  suppose,  bien  entendu,  que  l'on  a  me- 
suré les  angles  par  les  arcs  correspondants,  dans  le  cercle 
dont  le  rayon  est  i . 

Développons  les  sinus  et  cosinus  qui  entrent  dans  l' équa- 
tion (i)j  nous  aurons,  en  nous  bornant  aux  termes  du 
quatrième  ordre, 

a                 a"            a'                  b                  h'  b^ 

ces  —  =  I  —  — :r — I 7—-  1      ces  —  =  I =—  + 


R~  2R^^24R''         — R-'  2R.  24R^ 


c  c-  c 

R  2R-'       24  R^ 

b        b         b^  .ce  r' 

''"r=R-6R^'      ^^"r  =  R-6R^- 

La  substitution  de  ces  valeurs  et  de  la  valeur  (3),  dans 
l'équation  (1),  donne 

a^  /  b'  b^      .   . 

1 r-  -i-  —7-r-  =      l :-  +  -r^  I rr;  + 


R'j  V       2R^ 


2R^       24R*        \         2R^       24R7  V         2^'        24R 

d'où ,  en  effectuant  et  eu  négligeant  des  termes  d'un  ordre 
supérieur  au  quatrième , 


a^  a' 


b^  c^  b'  b''c^ 


2R^     24r^         2R^     2R^     24R*     4R' 

^^^    »  c'  bc  (  b'  c'  \  ^,       bc 

—  (  i  —  T. 7i —    ces  A  —  —-X  sui  A  . 


24R^^R^V        6R=       6RV  R' 

Mais ,  en  vertu  de  la  formule  (  2  ) , 

a-  a'  b'  c-  b^  b' 


2R'        24R'  2R^        2R         24R'         12R* 

(^^    '  '•'  bc  [  b-"  c'   \         .,       b'c'       ,  ^, 

+  Î77     1  —  ZT^  —  TT^  ^-'«^5  A  +  jT—  cos-  A  . 


24  R*       R^  \        6R^      GR7  6R 
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Retranchons  membre  à  membre  les  équations  (4)  et  (5)  j 
nous  aurons 

Z»'<:-       bc       .  b'c- 

d  où 

bc     .       , 
x=g^,smA. 

Soit  maintenant  T' l'aire  du  triangle  rectiligne  . 
T'  =  -  bc  sin  A; 

2 

par  suite, 

_   T' 
'^  ~  3R'* 


On  a  donc,  à  fort  peu  près 
d'où 


rrrf  lyi/  ryf 


T' 
A  +  B  +  C  — 77  =  — • 

Iv" 

Le  premier  membre  de  cette  formule  est  ce  qu'on 
nomme  l'excès  sphérique.  En  le  désignant  par  e ,  nous 
aurons  donc 

A  =  A'4-^£,     B=B'  +  ^£,      C  =  C'  +  ^-^. 

Ainsi ,  chacun  des  angles  du  triangle  sphérique  se  com- 
pose de  l'angle  correspondant  du  triangle  rectiligne, 
augmenté  du  tiers  de  l'excès  sphérique.  C  est  là  le  théo- 
rème de  Legendre. 
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THÉORÈME  DE  PYTBAGORE,  SPHÉRlQliE: 

D'après  Chr.   GUDERMANN. 
(Journal  de  M.  Crelle,  t.  XLII ,  p.  280;  i85i.) 


1.  Définition.  \^n  rectangle  sphérique  est  un  qu^àvi- 
latère  sphérique  dont  les  côtés  opposés  sont  égaux,  et 
dont  les  quatre  angles  sont  égaux. 

Un  carré  sphérique  est  un  quadrilatère  sphérique  qui 
a  les  quatre  côtés  égaux  et  les  quatre  angles  égaux. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  supprimons  l'épithète  sphé- 
rique qui  doit  être  sous-entendue. 

2.  Lemme.  a,  |3  étant  les  côtés  adjacents  d'un  rectan- 
gle, C  l'angle  et  s  l'aire,  on  a 

5in|  =  lang-atang-fi. 

Démonstration.  Le  rectangle  est  inscinptible  ^  on  a 
donc  la  formule  donnée  page  438  du  tome  \III;  savoir  : 

I  I  „  I  7   .    •*' 

tanc  —  a  tane  -  3  tani^  -  7  =  tancr  —  sin  -7  » 

°  1  °2'  ^  1   '  ^  1  4 

où  7  est  la  diagonale. 

Observation.  Dans  la  formule  citée,  il  faut  suppri- 
mer le  coefficient  2 ,  qui  est  fautif. 

On  doit  avoir 

tang  -  a  tanc  -  Ç  «cT  I ,     ou     a -4- S  «q  77. 
22 

Corollaire.  Si  le  rectangle  devient  un  carré,  on  a 

.       V  I  ^  TT 

sin  -  =  tanif-- a,      a  <r  — • 
2  °  2     '         ^2 

3.  Théorème.   Etant  donné  un   triangle  rectangle ^ 
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a,  jj  soîit  les  célcs  de  l'angle  droit,  et  y  Vli) polcnuse  ; 
si  Von.  construit  sur  chaque  coté  un  carré,  et  que  Von 
représente  par  cV  aire  du  carré  construit  sur  V  hypoténuse, 
et  par  a^  h  les  aires  des  carrés  construits  sur  les  deux 
autres  côtés,  on  aura 


-h  :ô 


Démonstration . 


COS7  =:   COS  X  COS  ^, 


^    V    COS  7  V    ^'"S  X  °  V    COS  fl 

.a  i  I  —  COS  a 

sin  -7  =  tant;^  -  a  = ? 

4  2  I  +  COS  « 


1  —  sin  -7 
4. 

I  -f-  sin  7- 

4 


On  a  des  équations  analogues  pour  cos  ,6  et  cos  y  \  donc 


c  est- a -(lire 


^)  =  H1) 


Observation.  Cette  proposition  est  analogue  à  celle  de 
Pytliagore  pour  le  triangle  rectiligne. 

^iious  sommes  obligés  d  entrer  dans  quelques  détails 
|)oiir  faire  comprendre  cette  notation.  Désignons  par  dcb 
K'ilrcs  initiales  capitales  les  lignes  trigonométricpies 
livperLorujues  5   coordonnées   de   l'IiYperbolc    é<|uilalèie. 
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Soient 

Cos  X  — 

2 

c^  —  c — ^ 
Tant»  X  = ,      e^  =  Cos  x  -+-  Sin  x , 

e~'  =  Cos  X  —  Sin  x , 
X  =  log  (Cos  X  -+-  Sin  x)  ;     —  x  =  log  (Cos  x  —  Sin  x), 
i  +  Tang.r' 


2  ^  =  loe — 2_     • 

^  \  I  — Tang.r/ 

faisons 

Tang  X  =1  z  , 

ce  qui  est  toujours  possible;  nous  aurons 

Par  analogie ,  on  nomme  x  l'arc  dont  la  Tangente  hyper- 
bolique est  égale  à  z  ;  ainsi 


arc  Tang  =  z  =  log  t/  ^— ^  5 


c'est  l'arc  dont  la  Tangente  hyperbolique  est  z,  que  Gu- 
dermann  désigne  par  Jo  (^z) ,  quantité  qui  se  rattache  faci- 
lement à  une  aire  hyperbolique. 

11  est  aisé  de  voir  que  si  le  rayon  de  la  sphère  devient 

infini,  ^  (  -  )  devient  ~- 

Donc  alors 

a=  =  ^=  +  f  ; 

théoième  de  Pythagore. 

Noie.  Ce  beau  théoi-cmc  est  le  travail  ultime  du  célèbre  professeur  de 
l'Université  de  Munster  qui  a  fait  faire  tant  de  progrès  à  la  (jéométrie  de  la 
sphère.  Il  a  écrit  ce  théorème  la  veille  de  sa  mort,  et  a  été  enlevé  subitement  ù 
la  science  qu'il  cultivait  avec  tant  d'ardeur  et  de  succès,  le  2 1  septembre  j  83 1 


^  (  -î'^  ) 

Verse  dans  loule*  K'>  branches  des  mathémaliques ,  il  {lussedait  ^>u^lo(ll 
»iiie  {jraude  ha>>ileté  pour  le  calcul;  c'est  ce  que  inoiitreiit  les  nombreux 
Mémoires  dont  il  a  enrichi  le  Journal  de  M.  Crelle.  A  la  lin  du  premier 
cahier  du  tome  XLllI,  on  trouve  \c  fac-similé  du  théorème  ci-dessus  en 
latin  et  la  lettre  d'envoi  en  allemand,  en  caractères  gothiques;  l'une  el 
l'autre  d'une  écriture  fine  et  très-lisible. 

Dans  plusieurs  questions  physico-mathématiques,  on  fait  un  emploi 
avantageux  des  sinus,  cosinus,  etc. ,  hyperl)oliques(Leçon5  sur  Vélasticitc , 
page  102).  Gudermann  a  publié  des  Tables  deces  lignes.  M.  YvonVillarceau 
les  a  considérablement  perfectionnées,  en  calculantceslignes  par  centièmes, 
à  commencer  par  o,oi,  et  a  fini  par  i5  ;  le  tout  avec  1 5  décimales.  Un  gou- 
vernement s'honore  en  encourageant  la  publication  de  tels  travau.\. 


THÉORÈMES  SIR  LA  DEVELOPPEE  DE  L'ELLIPSE; 

Par  IM.   Georges  RITT. 


Soient 

a^y^-hl>^x^  =  a-h'^  l'équalion  cl  une  ellipse,  axes  reclaii- 
gulaires; 

DOD'  l'axe  de  la   développée,   de   même  direclioii  que 
l'axe  a  ; 

KOE'  l'axe  de  la  développée,   de  même  direction    (jue 
l'axe  b. 

1 .  La  surface  totale  renfermée  dans  la  développée  de 

3    , 
l'ellipse  est  égale  aux  ^  d'un  cercle  dont  le  ravf»n  est  une 

moyenne  proportionnelle  entre  les  demi-axes  OU,  OE 
de  la  développée. 

2.  j'i,  7  I  désignant  les  coordonnées  du  centre  de  gia- 
vité  de  la  branche  DE,  on  a 

.  —  A  !î  «' 

'        162  ((rt'  —  6') 


f(rt'  —  />^) 


(  4i3  ) 

3.  x^ ,  y,  rtanl  les  (  oordoniiées  du  ceulre  de  gravité  de 
la  portion  de  surface  DOE,  comprise  entre  les  axes  et 
la  branche  DE, 

8.6.4 


7.5.3.1  7T 


2 


8.6.4.2   \    b 
7.5.3.1      /  TT 


(^) 


et  le  centre  de  gravité  se  trouve  sxir  le  rayon  vecteur  issu 
du  centre  parallèlement  à  la  corde  ED',  qui  est  perpendi- 
culaire à  BA. 

4.  La  suiface  du  solide  engendré  par  la  révolution  de 
DOE  autour  de  l'axe  OE  est  exprimée  par 

3        fl* 


16       bc 


et,  autour  de  l'axe  OD, 


S,  r=  —  2  77  -  [5  v'a  +  log  (1  +  V  2)]. 


Quant  aux  volumes,  on  a 


de  sorte  que 


4.2.1  c" 

2  TT  

7.5.3  ah' 
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TllËORÊHE  I)  ARITHMÉTIQUE; 

Par  m.   J.-A.   SERRET. 
Truite  d'Arithmétique  de  M.   Serrct ,   page   iifi.) 


Soient 

Ai ,      Aj ,      A;),  .  .  .  ,      A,,  / 

/  nombres  entiers  quelconques. 

Soient 
Pi  le  produit  de  tous  ces  nombres  \ 
Pj^  le  produit  des  plus  grands  communs  diviseurs  de  ces 

mêmes  nombres  considérés  X  à  A  ; 
P,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  nombres. 

Soient  enfin 

^,       P,P,Ps...P,_,     .  .     , 

M  = ■ —  SI  i  est  pau\ 

P,P,P«...P.  '       ' 

ou 

p,p,p,...p,    .  . 

M  =■- SI  i  est  impair. 

Pj  P4  "e-  •  •  P«— 1 

Je  dis  que  INI  est  le  plus  petit  commun  multiple  des  nom- 
bres proposés  (Lebesgxje,  Journal  de  Mathématiques , 
tome  II,  page  258 5  1837). 

DémonstratioJi.   Soit  0  un  facteur  premier  divisant  h 
des  nombres  proposés 

A,,      A:,  ,  .  .  ,      A/ ; 

par  exemple ,  soient 

a, ,       y.; ,  .  .  ■  ,       y-k 

les  exposants  des  puissances  de  0  les  plus  élevées  par  les- 
quelles ces  nombres  sont  respecli\ement  divisibles.  Je 
supposerai,  pour  fixer  les  idées,  que  ces  exposants  sont 
rangés  par  ordre  de  grandeur  à  partir  du  plus  petit;  en 
sorte  que  chacun  d'eux  peut  être  égal ,  mais  non  inférieur 
au  précédent. 


(  4i5  ) 
La  plus  haute  puissance  de  0  qui  divise  Pi  a  poui  exposant 
CT,  =  a,  +  as  4- .  .  .  +  a^. 
Cherchons  généralement  l'exposant  cj^  de  la  plus  haute 
puissance  de  9  contenue  dans  P.. 

Comme  ceux  des  nombres  proposés  qui  ne  font  pas 
partie  de  la  série 

Al  ,  Aj  ,    .    .    .    ,  A/;  , 

n'admettent  pas  le  facteur  6,  P^^  n'est  divisible  par  6  que 
si  X  est  inférieur  ou  au  plus  égal  à  k,  et  il  est  évident  que, 
pour  avoir  ts^^  il  suffit  de  former  tous  les  groupes  de  / 
nombres  parmi  A,,  Ao ,  A/ , ...  ;  de  prendre  dans  chaque 
groupe  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  nom- 
bres ,  puis  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  0,  qui 
le  divise  ;  et  enfin  d'ajouter  ces  exposants.  Or,  dans  cette 
somme  d'exposants,  ou  dans  c?^,  a,  se  trouvera  autant  de 
fois  qu'il  y  a  de  groupes  renfermant  Ai  ;  or,  se  trou- 
vera autant  de  fois  qu'il  y  a  de  groupes  renfermant  Aj 
et  ne  renfermant  pas  Ai;  a^  se  trouvera  autant  de  fois 
qu'il  y  a  de  groupes  renfermant  A3  et  ne  renfermant 
ni  A2  ni  Ai  :  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  a^_  .  ,  qui 
ne  se  trouvei'a  qu'une  seule  fois.  En  désignant  donc  par  C 
le  nombre  des  combinaisons  de  /jl  lettres  A  — i  à  1  —  i,  on 
aura 

cî;=  Ck-iO.,  -+-  C,î_2a2H-CA_3a3  +  .  .  •  +  C;a^_;  -f-  a^.  _;_,_,  , 
OU 

"^•-         1.2. ..(X-i)        '^'"^     1.2. ..().-.,     "^  +  ••• 
(A- -/)... (/--/-X  + 2) 
+ 1.2. ..(>-,) «/  +  ---+-A--.  +  .- 

On  a ,  d'après  cela , 

+  a/! , 


(  4i6) 

I .2  '  1.2 


CT4_,  =  —, ~T  ^1  -r 


1.2.  ..(/.— 2)    "  l.2...(/  — 


-*-,.2...(A--l)"- 

Si  ny  désigne  Texposant  de  6  au  numérateur  de  la  frac- 
tion M  supposée  réduite  à  sa  plus  simple  expression .  on 
aura 

m  =  TJt  —  cTj  H-  ci.T  —  CTj  H- .  .  .31  rT/_|  zp  CT|(  , 

donr 

/.-l     ^    (X-i)(X--2)     ^         _j_    (X--l)...2    • 
I  1.2  1  .2...(X-  —  2) 

_      (/■-!)..  .1 


CT  =  a,  I     I 


"■[' 


-^  I.2...(4-  —  l) 
/._2     ^     (/■-2)(/^-3)  (/._2)...l 


I.2...('/— 2^ 


.[ 


,        (/— /)        (X— /)  (X-/-I)  ^  (/-/).. .2.1-1 

I  1.2  ••—  1.2... (/!-/)  J 

4-aA_,  (l  — l) 

H-a/.. 

Les  cocllicicnls  de  a,,  «2, . . . ,  a<_,  sont  nuls;  car  ce 
sont  les  puissances  A — i,  A'  —  2,  etc.,  du  binôme  i  —  i  ; 
donc 

Il  suit  de  là  que  M  est  un  nombre  entier,  et  la  puis- 
sance de  0,  qui  le  divise ,  est  précisément  la  plus  haute 
puissance  de  0  par  laquelle  l'un  des  nombres  proposés  est 
divisible;  donc  JNI  est  le  plus  petit  nmltiple  commun  des 
nombres  proposés.  C.  Q.   F.  D. 
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SUR  LES  RACINES  PRIMITIVES  DE  l  ÉQMTION 

X"  —  I  =  o  ; 
Par  m.  LEBESGUE. 


1 .  L'équation 

(i)  X"  =  \ 

a  n  racines  données  par  la  formule 

2J7r  2/7:     , 

Xi  =  CCS 1-  sin V  —  I  » 

n  n 

dans  laquelle  il  faut  faire  successivement 

J=0,I,2,3,...,«  —  I. 

On  lire  de  là 

,  iÂ  .    lA  1 

.r,  =  cos  —  2  7r  +  sin  —  2  77  V  —  i  • 
n  n 

Pour  réduire  x\  à  Funité,  il  faut  rendre  —   entier  ;    d'où 

n  ' 

il  suit  qu'en  prenant  d  pour  plus  grand  commun  diviseur 
de  i  et  «,  il  faut  que  k  soit  multiple  de  -•  La  plus  pe- 
tite valeur  de  k  est  donc  -•  On   dit  que  la  racine  .r,  ap- 

partient  a  J  exposant  -• 

Les  racines  primitives  sont  celles  qui  appartiennent  à 
l'exposant  n-^\\  y  en  a  autant  que  de  nombres  premiers  à  n 
et  moindres  que  Ji-^  représentons  ce  nombre  de  nombres 
premiers  à  n  par  ^{n). 

2.  Soit  n=za'^b^c'..  .^a^  b,c,.  .  .  étant  des  ziombres 
premiers  difïérents  \  les  racines  non  primitives  de  x"  =  i 

Ann.  de  Malhêmat.,   t.  XI.  (INoveinbre   i852.)  l'J 
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apparlicnncnl  ndcessaircmonl  à  un  cxposaiil  diviseur  d  un 

,  ,         Il     n     n 

des  nombres  -  •>  -ri  -»•••• 
abc 

De  sorte  qvic,  si  Ton  clierchail  le  plus  petit  multiple 

n  it  n 

des  binômes  .r"  —  i ,  a    —  i ,  x"^  —  i  ?  •  •  •  5  '^^  plus  petit 
multiple  étant  X,  l'équation  aux  racines  primitives  serait 

X"  —  I 

=  o  > 

X 

équation  du  degré  ^['i)-,  ayant  pour  racines  précisément 
toutes  les  racines  primitives  de  a:"  =  i . 

Quant  à  la  règle  pour  trouver  le  plus  petit  multiple  de 
plusieurs  fonctions  eniièi'es/  (x),  F(.r),  etc.,  elle  est  pré- 
cisément la  même  que  celle  qui  sert  à  trouver  le  plus  petit 
multiple  de  plusieurs  nombres  entiers.  Je  l'ai  donnée  et  dé- 
montrée au  commencement  de  l'année  1829,  à  peu  près 
comme  le  fait  ci-dessus  M.  Serret  [Bulletin  du  Nord , 
journal  scientifique  publié  à  Moscou)  \,  j'ai  rappelé  ce 
théorème  et  son  application  à  la  recherche  de  l'équation 
auxracincsprimitivesdans  mes  Recherches surles nombres 
[Journal  de  Mathématiques,  tome  II,  page  258). 

n  n  n 

Si  Ton  observe  que  a:"  —  i,  x  — i  ont  x"    —  1    pour 

«  n  n 

plus  grand  commun  diviseur,  que  x"  —  i,  x'  —  i ,  x'^  —  1 

n 

ont  x"  '^  —  I  pour  plus  grand  commun  diviseur,  et  ainsi 
des  autres;  en  posant 

n,  =  n  [x"  —  1/  =  \jr"  —  ij  \.r''  —  i)  [x'-  —  1/.  .  ., 

iij  =  n  (t"*  —  I  j  ==  \-i^''  —  I /  U""  —  ' /  •  •  •  V^'^'  —  1  j . . . , 
Il ,  =  n  (.t"*^  —  I  j  —  (.x"*^  —  I  j . . .  \x''"'  —  I  j . . . , 


(  4i9  ) 
o?i  prenant  pour  dénoniinaleur  do  ii  dans  II,  les  nom- 
bres «7 ,  b,  c  ^.  .  . ,  dans  ITj  les  eombinaisons  deux  à  deux , 
ou  plutôt  les  produits  ab  ^  ac , . .  .  ^  dans  Ils  les  combinai- 
sons ou  produits  trois  à  trois,  tels  que  abc,  abd^.  .  ., 

«  n 

le  plus  petit  multiple  des  binômes x"  —  i,  x'  —  i,...,sera 

n,.n3.n5... 
n2.n4.n6.. . 
et,  par  suite,  l'équation  aux  racines  primitives  sera 

(2)      <?n{^)=^- ^    /  V  ^.      ^- V ^—    =0     (*), 

n  (^.r"  —  I  y .  n  \x'''"■^  —  i  j . . . 

Cette  équation  a  été  aussi  donnée  par  M.  Caueliy, 
en  1826,  dans  ses  E'xercices  de  Mathématiques . 

3.  Les  remarques  suivantes  facilitent  le  calcul  de  la 
fonction  9,,  [x).  Il  suffit  de  les  énoncer,  la  démonstration 
étant  sans  difficulté  : 


i''. 


(a  — 1; 


2°. 


X"  —I 

(a-2)  _|_.  .  .-f-x"  -l-i; 


«A/' 


a'^h 


r  "-J 
3".  "?  ^.li  ■j[^)  =  —^ — : ^;etc. 

a    oc 


a-b' 


(*)  On  lit  eu  plusieurs  endroits  que  l'équation  aux  racines  primitives 
est  irréductible  ;  la  démonstration  est  bien  connue  pour  le  cas  de  n  pre- 
mier ou  de  x't  =z  1  ;  rii-'-t-a?"-" -i-. . .+ x-H- I  =0  est  alors  l'équation 
aux  racines  primitives. 

Il  serait  bon  d'indiquer  d'une  manière  précise  la  démonstration  géné- 
rale relative  au  cas  de  n  nonibre  composé. 

27. 


(     4-2(.     ) 

L't  ainsi  do  suile  , 

4'"-       V  ^,.5  y (•')  =  ?  ,      ^"        •  ^        •'^       ••  •  ^ 

<i     i'  c'  abc... 

5".     Pour    /Z  =  2  7/i  , 

(.-+i).n(^i;^,)n(^,£,_^,)  _  ;  ^   «  .^ 

^  ^ ^ ^ =  C  ,      n=:Z  fl    0    c  ... . 

n  v^r" -f- 1)  n  (^^*'+  I  j ••• 
Cette  dernière  s'obtient  au  moyen  de 

.r-  *  —  I  , 

— T =  x"  +  I . 

x''  —  I 

Sur  les  racines  primitives  de  V équation  x''"'  —  \^=pj\ 
le  nombre  p  supposé  premier. 

4.  Cette  équolion  est  satisfaite  para:=i,  2,  3,.-'?  p — i  • 
Si  la  racine  a  est  telle  que  a*  —  i  soit  la  moindre  puis- 
sance de  a ,  qui ,  diminuée  de  Tunité,  donne  un  reste  di- 
visible par  />,  la  racine  a  appartiendra  à  l'exposant  /v, 
diviseur  de  p — i.  Les  racines  primitives  sont  cell(!s  qui 
appartiennent  à  l'exposant  p  —  i . 

L'équation  aux  racines  primitives  est 

?/>-'  (^)  =  py^ 

la  fonction  cpp_i  [x)  étant  formée  comme  il  a  été  dit  plus 
haut.  La  démonstration  s'établit  facilement  au  moyen  des 
propriétés  communes  aux  équations 

xP-^  —  1  =  0,  .r/'~'  —  I  =  py. 
Ces  propositions  d'algèbre  supérieure,  ces  curiosités  de 
la  science,  si  l'on  veut,  n'appartenant  point  à  l'enseigne- 
ment des  lycées,  devraient  naturellement  trouver  leur 
place  dans  l'enseignement  des  facultés  5  car  Texpérience 
a  prouvé  que  les  curiosités  de  la  science  en  deviennent 
assez  souvent  un  jour  des  nécessités. 

Les  Tables  de  racines  primitives,  ou  plutôt  les  Taliles 
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d'indices  correspondant  aux  nombres,  et  de  nombres  cor- 
respondant aux  indices ,  pour  un  nombre  premier  donné , 
sont  tellement  utiles  pour  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques indéterminées ,  que  l'illustre  Jacobi  s'est  occupé 
de  leur  formation.  Ces  Tables  ont  été  publiées  à  Berlin 
[Impensis  Acaclemice  Ihterarum  regiœ  Borussîœ)  (*). 

Dans  un  ouvrage  assez  récent ,  M.  Desmaiest  a  donné 
quelques  règles  pour  trouver,  presque  sans  calcul,  une 
racine  primitive  pour  certaines  classes  de  nombres  pre- 
miers. Il  est  fâcheux  que  son  ouvrage  renferme,  au  sujet 
des  Recherches  arithmétiques  de  M.  Gauss,  des  assertions 
qui  ne  sei'ont  point  acceptées  par  ceux  qui  auront  lu  avec 
attention  cet  ouvrage  si  justement  célèbre. 

Pour  démontrer  ces  règles ,  il  suffit  de  se  rappeler  les 
théorèmes  suivants  ; 

^  — ' 
I.   L'équation  x    '     -\-iz=:pj  est  V équation  aux  non- 
résidus  quadratiques. 

IL    Si  p  =  4q  -\-ii   —  i  est  résidu  quadratique ^ 

Si  p  =:  4  fj  -^^1  —  ï  6jZ  non-résidu  quadratique  ; 
Si  p  =  Skzh  I,   2  est  résidu  quadratique  ; 
6"^'  yL>  =  8A±3,   2  est  non-résidu  quadratique. 

III.  Si  p  est  résidu  quadratique  de  q^  q  sera  résidu 
quadratique  de  p  ; 

Si  p  est  non-résidu  quadratique  de  q^  q  sera  îion-ré- 
sidu  quadratique  de  p. 

On  suppose  ici  p  et  q  premiers  impairs,  l'un  au  moins 
étant  de  Ibrme  4^+1- 

IV.  Les  nombres  premiers  p  et  q  étant  tous  deux  de 
forme  4^  -H  3  , 


(*)  L'arilhmologie  a  subi  une  nouvelle  perle,  cruelle,  irréparable. 
EisENTEiN  est  mort,  jeune  d'années,  vétéran  de  la  science.  Nous  y 
reviendrons. 
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Si  p  est  résidu  (/uadratiçue  de  (j,  q  sera  non-rcsidu 
quadratique  de  p,  et  réciproquement. 

Ceci  posé ,  on  a  ces  théorèmes  : 

A.  Si  /;  =  2'  +  I  est  premier,  tout  noti-résidu  est  ra- 
cine primitive.  3  est  toujours  racine  pri/nifi^e. 

L'équation  aux  racines  primitives  est 

x''"'  +  I  =  pr, 

qui  est  aussi  l'équation  aux  non-résidus 

/>  =  l  3  —  I  )'  -H  1  =  3  X  +  2 , 
car 

/  =  2'"  ; 

donc  ^  non-résidu  de  3,  et  3  non-résidu  de  p. 

13.  Si  p  =  2.'  a-hi,  Vêquation  aux  racines  /)rintitii^es 
est 

x^~'"  H-  I 


X-      H-  I 


les  non-résidus  sont  racines  priniitii'cs ,  en  exceptant 
seulement  ceux  qui  donneraient 

x-'~'  -f-  I  =pf. 
.Application  : 

'  =  1  ,      />  r=  2  rt  -I-  1  . 

Tous  les  non-résidus  sont  racines  primitives,  sauf  —  i. 
qui  satisfait  à  l'équation 

r  4-1  =  pjr. 
Pour 

«  =  4/+i,     /-'  =  8/  +  3, 

2  est  non-résidu  et  racine  primitive. 
Pour 

n  =  ^  A  -i-  o,      j)  =z  H  /,  -h  " , 

—  2  est  racine  primitive. 
Pour 

f  =  2  ,      p  =:  /^  n  +  t  , 


(  4'^3  ) 
rt  =  2  A  4- I   donnant 

p  =  8  k  -{-  5, 

1  est  racine  primitive. 
Si 

2^4-1  =  5=  py, 

il  y  a  exception  \  cela  arrive  pour 

/^  =  5; 
si 

;  =  3 ,     yj  =  8  «  -f-  I  ; 
pour 

«=3,       rt!=:6/-+-I, 

;;  n'est  plus  nombre  premier;  pour 

fl!  =  6 /•  —  I ,    p  =  3  /•  -4-  2  =  (48  X  —  7  ") , 

/>  étant  non-résidu  de  3,  3  sera  non-résidu  de  /V ,  et,  par 
suite,  racine  primitive;  à  moins  que  l'on  n'ait 

3'  -f-  I  =82  =  2.41=  Pï^ 

l'exception  tombe  sur 

/j=4i. 

11  serait  facile  do  multiplier  les  exemples. 
Le   théorème  A  est   de   M.  Richelot.   Les  théorèmes 
pour 

/;  :=  2  «  +  I , 

ou  d'autres  analogues,  ont  été  donnés  par  M.  Prouhef, 
les  autres  se  trouvent  dans  l'ouvrage  de  M.  Desmarest. 
Bien  que  je  n'aie  plus  cet  ouvrage  entre  les  mains,  je 
cj'ois  pouvoir  assurer  que  la  marche  ici  tracée  peut  faire 
trouver  les  règles  que  Fauteur  y  a  données,  et  bien  d'autres 
de  même  nature.  On  détermine  un  non-résidu  quadratique 
du  nombre  premier/;,  et  l'on  fait  voir  qu'il  est  racine  de 
l'équation  aux  racines  primitives.  Soient 


(  424  ) 

l'équalion  aux  racines  primitives, 

l'équation  aux  non-résidus  quadratiques  ;  on  a 
N  =  RQ. 

Le  non-résidu  w,  qui  est  racine  de  ]N'  =  pj-,  Iti  scia  aussi 
de  R  =py-,  si  Qz=py  n'a  pas  //  pour  racine. 


SOLUTION  DE  LA  QIESTIOÎV  241 

(  voir  I.  X,  p.  S57) , 

Par  m.  Th.   LOXHAY, 

Répétiteur    à  l'École    militaire  de  Belgique. 


Soit 

•t  n+2  — -  ^  t  n-H  1  "  1  n  7 

équation  caractéristique  d'une  série  récurrente;  on  a 

T„'^.  —  ^T,T„^.  -t-  bV, 

:=  constante.  (tiULER.) 

b"  ^  ' 

Solution.  L'échelle  de  relation  de  la  série  récurrente 
étant  composée  de  deux  termes,  on  sait  que  la  fraction 

génératrice  aura  la  forme  —, ry-^- ;    cette    fraction 

^  a' H-  ^'x  -{-  x'  ' 

A 
pourra  se  décomposer  en  deux  fractions  partielles,  

et ;  de  sorte  que  l'on  aura 

x  —  q 

u.  -\-  bx  A  B 

^  —  + 


a'  H-  [i'jc  H-  .r-        ./;  —  />        x  —  f/ 

avec  les  relations 

r  —  7  P  —  'I 


(  425  ) 
Pour  déterminer  les  quantités  a  et  è,  il  faut  remar- 
quer que  le  terme  général  de  la  série  récurrente  est  donné 
par  la  formule 

_  _  /  A        B 

et ,  par  suite , 

T      —       /    ^  ^ 

""'"'  l     £»«+'  (7"+' 

Subtituant  ces  valeurs  dans  l'équation  caractéristique,  ou 
aura 

A  B  /A  B\,/AB 

mais  ce  résultat  devant  subsister  pour  toutes  les  valeurs 
imaginables  de  A  et  B,  on  obtiendra ,  en  égalant  séparé- 
ment les  coefficients  de  ces  quantités  à  zéro , 

I  —  ap  -\-  hp^  =  o ,      1  —  aq  -\-  hq^  =.  o  ; 
d'où 


P'1  pq 

Si  FonmultipliesuccessivementT^par-  et  par-,  et  que 

l'on  retranche  des  deux  produits  T„^i,  il  viendra 

I2       T      _        ^  i'        ' 
P  7'  \P       <? 

'f  «         T         -  ^    (  '  ' 

q  P"  \l        P 

multipliant  encore  ces  deux  résultats  l'un  par  l'autre,  on 


aura 


pq  \p  qj  P"fr\P         qf 


(  4^6  )  . 

1  P   -^    'I  '  I  ï  7  „ 

puis  .  en  roniplacanl par  «,  —  i)ai-  h.  et par  h  . 

'  ^     '  l'<l  i>fi  '       /■*"'/" 

; =  —  BA =  consttiNle. 

b"  \p       ql 


SIR  LES  SYSTÈMES  DE  COIRBES  ALGÉDRIOIES  PLVXES  OU 
SE  COIPEX T  ORTIIOGOXALEMEXT  ET  SIR  LEIJR  CONFOCALITÉ  ; 

d'après  m.   le  professeuk    E.-E.   KUMMER. 
Journal    <lo    M.    Ocllc ,    t.   XXXV,    p.    .'.  ;     18/17. 


\.   Soit 

(«)  f{^,  y,  «)  =  0 

une  courbe  plane  algébrique  de  degré  ti  en  y..  ;i  coor- 
données rectangulaires^  a  est  un  paramètre  variable^ 
soit  (X,  Y)  un  point  quelconque  dans  le  plan  des  courbes, 
la  courbe  (a)  passera  par  ce  point,  si  nous  posons 

/(X,Y,  «)  =  o. 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  lornie 

(a —  «i)  (a  —  a,).  .  .  (a  —  a„)  =  o; 

a,,  «g, . . . ,  a,,  sont  les  racines  de  léqualion,  et  fonctions 
de  X,  Y;  à  chacune  de  ces  racines  correspond  une  courbe 
donnée  par  l'équation  (rt),  et  ces  ii  courbes  passent  par 

le  point  (X,  Y)*,  en  les  prenant  deux  à  deux,  on  a  — ' 

systèmes  de  deux  courbes.  Parmi  ces  systèmes, considérons 
ceux  où  les  deux  courbes  se  coupent  ortliogonalenient. 
Supposons  que  ce  soient  les  courbes  rorrcspondanl  aux 
racines  &:,.  a; ,  et  prenons  l'équation 

'n  —  ce.,)    a  —  y.)  =  o, 


(  4^7  ) 
ou  bien 


u,  i^,  IV  sont  des  fonctions  généralement  irrationnelles 
de  X ,  Y.  Divisant  par  u ,  et  posant 


=  2Z,         — 
U 


on  a 

(l)  a-  +  2  a  3  —  z'  z=  o 

(on  verra  plus  loin  pourquoi  on  introduit  -\-  z\)-^  z  g.\.  z^ 
sont  des  fonctions  de  X,  Y  ou  de  x,  j-,  puisque  la 
courbe  (a)  passe  par  le  point  (X,  Y).  11  s'agit  de  déter- 
miner les  fonctions  z^  z^  de  telle  sorte,  que  les  deux 
courbes  («j ,  a^)  se  coupent  ortbogonalement.  Faisons 
dz  =: pdx  -\-  q dy,      dz^  =  p,  dx  -\-  qydy  , 

et   différentions   l'équation  (i)  par  rapport   à  a:  et  à  y  ; 
nous  en  tirerons 

dx        9  a,  —  q^z^ 

dy 
A  raison  de  Torthogonalilé ,  les  deux  valeurs  de  --  cor- 
^  '  dx 

respondant    à    «j ,    a^ ,    multipliées    ensemble,  doivent 

donner  — i  ;  exécutant  la  multiplication,  et  remplaçant 

a  -{-  «1  par  —  iz  et  «i  a^  par  —  z\^  on  obtient 

(3)  zAp'-^q''  —  p\  —  q\)  —  0.z{pp,  -Uqq^)=z  o. 

Si  l'on  pouvait  intégrer  généralement  cette  équation  aux 
diflerences  partielles  ,  on  aurait  z  et  Zi  en  fonction  de  x. 
jy,  et  ces  valeurs,  étant  mises  dans  l'équation  (i),  donne- 
raient le  système  des  couples  de  courbes  à  intersections 
orthogonales.  Mais  cette  intégrale  générale  n'est  pas  en- 
core trouvée^  cherchons  des  solutions  particulières. 
2.   Posons 

(4)        p'  +  Y'  —  p\  —  'n  —  fs    l'p^  -+-  '79'i  =  o  ; 


(  ■1^«  ) 

éliuiinani  <y,,  on  a 

Ainsi 

P,  =  ±:rj     et     fj,=qzp. 

Diirérenliant  la  première  de  ces  éqiialions  par  rapport 
à  y^  et  la  seconde  par  rapport  à  x,  on  a 

OÙ  ;•,  s,  t,  /•',  s\  t'  sont,  d'après  les  notations,  les  coefli- 
cients  différentiels  de  z  et  x^  -,  donc 

/•  -f-  r  =  o. 
L'intégrale  complète  de  cette  équation  est 

(5)  z=f{x  +  ijr)  -\-f{x  —  //)  —  /F(.r  4-  '>)  +  'f  (-^  —  '>) 

(Lacroix,    Calcul  différentiel ^   t.   11,   p.    583,    2''  édi- 
tion 5  i8i4)- 
On  a 

dz  _,    rfz, 

dx  df 

d  OÙ  1  on  tire 

(6)  z,  =  if{x  +  />■)  -  //(x  -  f>-)  +  F(x  H-  />■)  -  F(.r  -  />-). 

On  omet  le  double  signe,  qui  n'importe  pas  à  notre  su- 
jet ;  

i  =  V  — I. 

Ces  valeurs  de  z  et  z,  satisfont  à  l'équation  (3),  cl  aussi 
à  l'équation 

a^  —  2az  —  zj  =  0. 

Posons 

f{x  -^iy)=-  (x  H-  />•)     ot      F  {x  -h  />•)  =  o  ; 

on  obtient 

a-  -H  2  x.r  —  j  •  =  0  ; 

syslcnio  de  paral)oles  biconfocalcs. 


(  4'i9  ) 
Donnant  à  a  des  valeurs  quelconques,  on  obtient  des 
courbes  dont  les  intersections  sont  ou  réelles  ou  imagi- 
naires, et  aux  points  d'intersection  on  a  toujours  le  pro- 

duit  des  —  respectifs  égal  à  — 1 5  ce  qui  donne  une  véri- 
table intersection  orthogonale,  lorsque  l'intersection  est 
réelle.  Nous  ne  répéterons  plus  cette  observation. 
Si  l'on  pose 

f{x-\-iy)  =  )-a[x~ir  ij)"',     F  {x -h  if)  =  -  b  {x  -h  iy)"  , 

et  passant  aux  coordonnées  polaires 

X  =:  r  ces  q> ,      y  =  rs\n  iu , 
on  ari'ive  à  l'équation  suivante  : 

a' H-  2a(«p'"cosw(p  -}-  bf"  sin  ntf) 


1 1 

I       — (<7p"' sin/wcp  —  hp"  cosntf)  :=  o. 

3.  Passons  à  une  autre  intégrale  particulière  de  Té- 
qualion  (3).  A  cet  effet,  considérons  z  comme  une  fonc- 
tion de  Zi  et  d'une  nouvelle  variable  z^  à  déterminer 
ultérieurement  5  faisons 

r/z2  =  pi  dx  -h  f/2  dy  ; 
alors 


dz  dz  dz  dz  dz  dz 

dx  dz^  dz,  dy        ^        dz/         dz^ 

Substituant  ces  valeurs  de  p  et  de  q  dans  l'équation  (3 


on  a 


/    dz    dz  dz  \ 

^'['d^^d^r'd^J^^''^'''^'^''^'^^''- 

Si  l'on  pose 

p</h  -h  7, 7:  =  o     <-'t     P\  +  7'  —  /^?  —  7v  =  o 


(  i-^o    ) 
(syslème  doiu  l'inlrgralo  est  tonnue),  1  ocjualion  se  ré- 
duit à 

qui  donne  immédiatement  Tintégrale  particulière 

d'où  l'on  déduit  le  nouveau  syslème  de  courbes  se  coupant 
ortliogonalement , 

a'  —  2a;l  —  z]  —  z])  —  3^  =  0, 

ou  bien 

(9)  ?l+-il_=.,, 

^^^  a         a  H-  1 

où  Zi  a  la  foi'me  de  z  dans  1  équation  (5),  et  s,  la  iornii- 
de  ^1  dans  l'équation  (6). 
Si  Ton  fait 

/(,r  -4-  9-)  =  -  (x  H-  ?>  )     et     F  (.r  -h  if)  =  o , 


r' 


Faisons 

f(x  -+-  o-  )  =  -  (.r  +  '/  )'",      F  (••«.•  H-  y-  )  =  ^  A  (,r  -h  />■  )" , 

X  =:  r  cos  ^ ,      ^'  =  ''  sin  «  ; 
nous  obtiendrons 

(  (7  p"'  COS  wj  o  H-  b  p"  cos  «  tp  )■ 

.  : , 

(10)        !..      " ,    .      . 

'         [a p""  s\n  m (f -\- o p"  s\n  n  <f  y 

y.  H-  I 

équation  qui  iournit  une  classe  de  courbes  orthogonales 
dont  les  coniques  font  partie. 

4.   I.es  niéihodes  connues  fournissent  l'intégrale  gêné- 


(  43.  ) 
raie  de  1  équation  (8)  [voir  Lacroix,    Calcul  différen- 
tiel,  t.   II,  p.  547-5505  a'^édilion;  i8i4).   Cette  inté- 
grale est  le  résultat  de  l'élimination  de  c  entre  les  deux 
équations 

où  ©(c)  est  une  fonction  arbitraire,  et  où 

Eliminant  z  entre  les  deux  équations  (n),  et  substi- 
tuant la  valeur  de  z  tirée  de  la  seconde  de  ces  équations, 
dans  l'équatioTi 

a-  -h  2a3  —  3^  =  0, 
on  a 

j   Cjz^ -j-[c2;j-|-«p(c)]  [c2, +  2cç'(c)— •  «p(c)]  +1=  o, 
^'^^   i       a=-|-2a[cz^  +  cz2-f- ?(c)][z2-|- B)'(c)]  — z^  =  0. 

Si  l'on  élimine  c,  et  si  l'on  met  les  valeurs  de  z^  et  z^ 
en  x^  y  données  ci-dessus ,  on  a  une  équation  renfermant 
les  trois  fonctions  arbitraires  y  (a: -|- i)),  Y[x-\-iy]  et 
(]p(c).  On  peut  parvenir  encore  à  d'autres  systèmes  de 
courbes  à  intersections  orthogonales  par  divers  modes 
d'intégrations,  plus  ou  moins  compliquées,  de  l'équa- 
tion (3).  Nous  ne  nous  y  arrêtons  pas,  et  nous  ferons  l'ob- 
servation suivante. 

5.  Nous  avons  déduit  des  deux  équations  spéciales 

A        --\ 

a--l-2aZ|  — z,  =:  G       et 1 = —  =  I, 

a.         y.-\-\ 

les  équations  des  courbes 

o?  —  3  a,r  —  r  -  =0     et 1 =:  i     (  &§  2  et  5  ). 

•^  a         a  -t-  I  ^^^  ' 

On  passe  donc  de  ce  système  au  précédent  ru   renipla- 


(  432  ) 
çant  jcpar  z,  et  >  pai'  z,.  Ce  rcmplaccnuiit  a  l'un  ilaiis  \c. 
cas  général. 

En  elïet,  soient  u  et  u,  deux  fonctions  de  x  et  j,  et 
supposons  que 

(}/'  +  2  a  w  —  u]  =  G 

représente  un  système  de  courbes  à  intersections  ortho- 
gonales; on  a,  d'après  l'équation  (3)  du  §  1, 

ï  j  du  (lu,        elUi  du,  \  

\  \dx  dx        dx    dj  ] 

et,  réciproquement,  lorsque  cette  équation  subsiste,  l'é- 
quation 

-j}  -\-  O.y-U  —  M|  =:  O 

représente  un  tel  système.  Supposons,  maintenant ,  que  u 
et  M,  sont  des  fonctions  de  z^  et  z, ,  et  faisons,  comme 
ci-dessus , 

dz,  =z  p^dx -{- q^dy,      dz-!=:  p^dx-h  q-idy  ; 

alors 

du  du  du  du  du  du 

dx  dz,  dZj  dr  dz,  dz:, 

du^  du,  du,  du,  du,  du, 

dx  dz,  '   dz-,  '  '  dy  dz,  '    dz-, 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i3),  et  faisant 
usage  des  deux  équations 

p\^q\—  pl  —  q\=  O,       p,p,-h  q,q,=  O, 

on  obtient 


('4) 


(^)^-(iy-('ê)^-(;i:)'] 


du   du,        du   du, 

—  ?.  «  I 1 —  I  =  o. 

\  \  dz,  dz,        dz,  dz,  I 


{  433  ) 
Cette  équation  se  déduit  de  l'équation  (i3),  en  rempla- 
çant X  par  Zi  et  y  par  z^  5  c'est  ce  qu'il  s'agissait  de  faire 
voir. 

S.  M.  Plucker  appelle yb/e/i  d'une  courbe,  des  points 
tels,  qu'en  menant  par  ces  points  des  tangentes  à  la 
courbe,  il  y  ait  au  moins  deux  tangentes  faisant  avec 
l'axe  des  x  (par  conséquent  avec  une  droite  quelcon- 
que) des  angles  dont  les  tangentes  trigonométriques 
soient  +  /'  et  —  i.  On  suppose  d'ailleurs  les  axes  rec- 
tangulaires. Nous  avons  vu  que,  dans  le  système  de  co- 
niques à  intersections  rectangulaires,  les  courbes  ont 
toutes  les  mêmes  foyers  j  et  si  nous  adoptons  la  définition 
de  M.  Plucker,  la  même  propriété  a  lieu,  en  général, 
pour  tout  système  analogue.  Dans  un  tel  système,  les 
courbes  infiniment  voisines  ne  doivent  pas  avoir  d'inter- 
sections réelles  ;  car,  en  ces  points,  les  courbes  ne  se  cou- 
peraient pas  à  angle  droit,  mais  à  angle  mû;  en  d'autres 
termes,  un  tel  système  de  courbes  ne  peut  pas  avoir  d'en- 
i^eloppe  réelle.  C'est  pour  cette  raison  que  nous  avons 
introduit  le  carré  négatif  —  z^  dans  l'équation 
a^  -H  2  a 3  —  z]  =  o, 

OÙ  z  et  Zi  sont  des  fonctions  de  x  et  y,  que  ces  fonctions 
soient  soumises  ou  non  aux  formes  (5)  et  (6),  pour 
avoir  l'équation  de  l'enveloppe,  il  faut  éliminer  a  entre 
cette  équation  et  sa  dérivée 

a  H-  z  =  0, 
ce  qui  donne  l'équation 

Z2  -h  z]  =  o. 

Cette  équation  est  celle  d'une  surface  imaginaire  qui 
passe  par  les  points  donnés  par  les  équations  simultanées 

z,  =  o  ,      Zj  z=  o  ; 
points  qui  sont  les  mêmes  pour  tout  le  système,  et  qui  sa- 

Ann.  de  Maihémai.,  t.  XI.  (Novembre  i85a.)  28 


(  .{34  ) 
tisfont  aux  conditions  de  focalité  établies  par  M.  Pliukei . 
En  clTet,  soient  les  deux  courbes  du  système 

a' -4-  2az  — 2^  =  O,       P" -h  2^z  — z\  =  O, 
on  eu  déduit 

r/j  __        />  g  —  /;,  ::,      ^^      cij  _        p^—pjZ, 

Cl  aux  points  d  inierscclious  réelles  ou  imaginaires  de  ces 
deux  courbes ,  le  produit  des  deux  coellicicnts  différentiels 
doit  être  égal  à  — i;  par  conséquent,  lorsque  &  dilTèrc 
infiniment  peu  de  a,  on  a 

et  cela  pour  les  points  où  les  courbes  infiniment  rappio- 
chées  se  coupent,  par  conséquent,  dans  tous  les  points 
donnés  de  Tenveloppe;  donc,  aux  points  donnés  parles 
équations  simultanées 

3i  =  O,        I^j  =  O  , 

les  tangentes  aux  courbes  du  système  font,  avec  l'axe 
desx,  des  angles  dont  les  tangentes  trigonométriques  sont 
-f-  \j — I   et  —  \] — I  ^  ce  qui  caractérise  des  foyers. 


SIR  l\E  PROPRIÉTÉ  NOlVEllE  DE  LtOlVTlO\  Qll  SERT  A 
DETERMINER  LES  INÉGALITÉS  SÉCULAIRES  DES  PLANÈTES 

(Tolr  t.  X,  p.  S58)  ; 

Par  m.   J.   SYLVESTER  , 

Avocat,  anriennonipnl  prolessem'  à  Londres. 


1 .  Note  du  rédacteur.  Cette  propriété  étant  fondée 
sur  les  déterminants^  nous  croyons  utile,  pour  les  jeunes 
lecteurs  du  Journal  .  de  donner  quelques  explications  pré- 


(  435  ) 
liminaires.  Soient  //■  quantités  quelconques  disposées  ji 
à  n  sur  n  lignes  horizontales  et  sur /z  colonnes  verticales. 
Cette  disposition  est  le  type  d'un  déterminant  carré,  et 
lorsqu'on  applique  à  ces  quantités  la  règle  connue  de 
Cramer,  pour  former  les  dénominateurs,  dans  la  résolu- 
tion des  équations  du  premier  degré,  on  aura,  en  gé- 
néral, lorsqu'il  n'y  a  lieu  ni  à  réduction  ni  à  annula- 
lion  ,  une  expression  formée  de  n  !  termes  ^  c'est  le  dé- 
tenninani  développé  ou  la  valeur  du  déterminant . 

2.  Notation.  L'expression  rt<,e,  où  les  indices  /,  c 
peuvent  avoir  toutes  les  valeurs  i,  2,  3,...,  n,  indique 
un  terme  quelconque  du  type^  la  lettre  /  donne  le  quan- 
tième de  la  ligne,  et  la  seconde  lettre  c  le  quantième  de 
la  colonne. 

Lorsqu  on  a  deux  types  formés  chacun  de  n^  quantités, 
on  peut  représenter  les  termes  généraux  respectifs  par 
ai  ^, ,  ^/,o  ^^  ainsi  de  suite. 

3.  Multiplication  de  déterminant.  Pour  fixer  les  idées, 
prenons  /?=  3,  et  écrivons  les  deux  déterminants 


«3 ,  J  >         «;l 


N 

^1.15        *i,.>        '^l.S, 

"ï  ,    I  ;  b  i,    1  ,  t>2^  3  , 


Faisons 


A,,  ,  =  (■/,,,    ^,,,4-^2,1    i.,,-|-aj,,    ^3,,, 

A2,l=rt|,l      ^1,2   -h   «2,1       ^^2,   2     +«3,1      ^3,2, 
A3.,    =    «,,,      ^,,3  -H  «2,,      ^J.3  +   «3.l      ^n,    ,• 

On  a  formé  Ai,,  en  multipliant  chaque  terme  de  la  pre- 
mière colonne  du  déterminant  M  par  le  terme  correspon- 
dant de  la  première  colonne  du  déterminant  N  5  multi- 
pliant les  termes  de  la  première  colonne  de  M  avec  chaque 
terme  de  la  deuxième  colonne  de  >  ,  on  a  formé  A  2  i ,  et 
de  même  de  A3,  ^  pou^'  former  A),  « ,  Aj , , ,  A3, 2 ,  on  mul- 

28. 
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tiplic  cliarjuc  lormc  de  la  sccoiule  colonne  de  M  successi- 
vement par  les  icinucs  correspondanis  de  la  première, 
deuxième  et  troisième  colonne  de  N^  on  forme  ainsi  le 
déterminant 

"1,1,  A|  ,   2  ,  A|  ,   3  , 

•Aj,  1  )      Aj,  3 y      Aj ,  3 , 

•"3,   1  }  Aj,  2,  A3  ,    ,. 

C'est  dans  celte  opération  que  consiste  ce  qu'on  appelle 
la  inuUiplication  de  deux  déterminants.  Quand  on  a  trois 
déterminants,  on  peut  former  le  produit  des  deux  pre- 
miers ,  et  ensuite  multiplier  ce  produit  par  le  troisième , 
et  ainsi  de  suite.  On  ne  parvient  pas  au  même  résultai 
en  prenant  les  déterminants  dans  un  ordre  quelconque. 

Exemple  : 

in,  h        c,    f]  ,  ,  i(fc  -\-  r  <" ,  bc  ■+-  d^ . 

détenu.  î         ,X       '    >  =  ileterm.  { 

ie,  f       a,  b  \         .,  i  ac  -h  cg,  r/f  -h  ch, 

g,  h        c,   d)  [br-^  dg,  bf-^  dh. 

Les  déterminants  ne  sont  pas  les  mêmes  c[uant  à  la  posi- 
tion*, et  si  l'on  multiplie  par  un  troisième  déterminant, 
on  n'aura  pas  le  même  résultat,  selon  que  l'on  prend  une 
forme  ou  l'autre. 

Lorsque  les  déterminants  sont  égaux,  le  produit  se 
nomme  élévation  de  puissance. 

Observation.  Au  lieu  de  multiplier  colonne  par  co- 
lonne,  on  peut  multiplier  li^ne  par  U^ne;  le  mot  multi- 
plier étant  pris  dans  le  même  sens  que  ci -dessus. 

4.  Théorème.  Soient  les  deux  déterminants  a,., , ,  b,^ , , 

chacun  de  n^  termes,  formant  le  déterminant  produit 

m  c^  bi^ch  soient  Mi  et  Mo  les  déterminants  développés 

des  deux  facteurs ,  et  P  le  déterminant  développé  du 

produit,  on  a 

P  — M,M.. 
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Si  l'on  a  plusieurs  détenniiuinls  Mi,  Ma,  Ma,...,  M,., 
toujours  de  même  espèce  {n-)^  on  a 
P  =  M,M2M5...M,. 

Si  les  déterminants  sont  égaux,  on  a 

P  =  (M./. 
Exemple  :  Soient 

{léterminant  \     '      J  =  M , 

\  c,   cl] 

déterminant  |        ,  >  =  N  : 
multipliant,  on  obtient  le  déterminant 


ae  H-  cg,   be  -*-  dg  .  


af  4-  ch ,   hf  -4-  dh 
M  =  (id  —  bc , 

^  =  ch  —  gf, 

V  ={ae  +  cg)  {b/+  dh)  —  {be  +  dg)  («/+  ch)  ; 

exécutant  les  multiplications ,  on  a 

P  =  MN. 

5.   Déterminant  symétrique.  Si,  dans  un  déterminant 
«z^,,  on  a 

"l.c  =  ((c.h 

les  termes  en  diagonale  de  gauche  à  droite  sont  uniques; 
tous  les  auti'cs  termes  sont  doubles  et  disposés  svmélri- 
([uemeut  par  rapport  à  la  diagonale. 

Exemple  : 

a,      b,      c, 

^^      ^^     /, 

représente  un  déterminant  symétrique. 

G.  Théorème.  Le  produit  de  déterminants  symétriques 
est  un  déterminant  symétrique . 
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7.   ThéouÈ-me  dic   m.   Sylvestei;.   Soit  le  dclcniiiiKiiil 
carré  synictiiquc 

(h.  y,        rti,  -,   •  •      ,        ",,  „. 


•M) 


^A//?.v  lequel  oii  a,  d'après  la  définition , 

ai,  c=  a,^  /. 

Elei'ant  le  dèlenninant  à  la  puissance  jij  on  obtient 
le  déterminant 


/   1^  1  I    A;,    1  ,       Aj,    I  ,    .    .    .    ,      Aj,    n  1 

\    An  ,  I  1      A,,     .  j  •  •  •  5      An  ,  n  j 

et  ce  déterminant  est  symétrique  aussi  (§  G)  par  rapport 
il  la  diagonale  Ai, ,,  Aj  2  V5  ^n,n\  retranchant  de  cha- 
que terme  de  la  diagonale  symétrique  de  (M)  la  même 
quantité  A,  on  obtient  le  déterminant 

\  '^n,  I  î        ^n,  2»  •   •   •  >         ^«'n,  n         ^•• 

Développant  ce  déternu'nant  et  ordonnant  par  rapport 
il  À,  on  obtient  une  expression  qui,  étant  égalée  à  zéro, 
donne  Véquation 

(0  '"  —/>«-.  -H  g\-2  +  .  .  .{  —  i)"t=  o  ; 

équation  qui  a  n  racines  réelles  {voir  t.  X,  p.  259). 

Retranchant  de  chaque  terme  de  la  diagonale  symé- 
trique du  déterminant  (N)   la  quantité  p.,   et  opérant 
comme  ci-dessus ,  on  parvient  ii  l'équation 
(  2  )  f/"  —  F  (/"-'  -f-  G  (/"-'  -f-  .  .  .  (—  1  >  T  =  n  ; 
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équation  quia  aussi  n  racines  réelles.  Les  racines  de  cette 
équation  sont  les  racines  de  V équation  (i),  élevées  cha- 
cune à  la  puissance  p. 

Démonstration.   Représentous  par 

Pi»       Pîj       Paj  •  •  •  5       P/> 

les  p  racines  de  l'équalion  [7 —  i  =o.  Ecrivons  le  déter- 
minant 

«1,    1     —    Pî^,  «I,    2,    ■    •    .    ,  «I,    «, 

^3,1»         '^3,   i   —  ^q  *^  1  ■   •   '  i         ^t ,  m 
^n ,i5 j        ^'n ,  n  Pi      '^ 

et  faisons  q  égal  successivement  à  tous  les  nombres  de  la 
suite  I,  2,  3,...,  p.,  on  aura  yy  déterminants 5  le  produit 
de  tous  ces  déterminants  reste  évidemment  le  même  dans 
quelque  ordre  qu'on  prenne  ces  déterminants ,  et ,  d'après 
les  propriétés  connues  des  racines  de  l'unité,  tous  les 
termes  en  p  qui  ne  seront  pas  élevés  à  une  puissance  p  dis- 
paraîtront ,  et  X  accompagnant  toujours  p,  il  ne  reste  donc 
que  des  Xf,  et  le  déterminant- produit  sera 


q; 


A.i,  1  —  ^^>    A|  _  2 ,      A|  ^  3  j  .  .  .  ,      A,  ^ 
A3, ,    A3,  j  —  A" , ,•   A3 , 

A„  ,  1  5        A„  ,  î , ,        An ,  n  A 


>   » 


où,  faisant  abstraction  de  X,  on  a  le  déterminant  (JNj. 
Ainsi 

(ji  =  IP.  C.  Q.  F.  D 

7.  ^application. 

//  =  2  ,      et     p  =  2  ; 

(i\l  déterminante  , 
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élevant  ce  détermiiiaut  au  carré,  on  a 

{  a'  -^   h\      ab  +  bc, 
^^  \ab  +  hc,       />=  +  r% 

(P)  déterminant  {  ,  ' 

(l'  >'  —  («  +  c)  A  +  rtC  —  Z»'  =  O, 

a'  +  i'—  p  ,     ab-\-bc 


déterminant  ,     ,       , 

ab+bc,  b'  -h  c^  —  II, 

(2)      |x^  — («=  +  <?'+  26')  f;i  +  (rtC  —  Z»')»  =  0       ou       (/=).-•. 

Faisons 

//  =  2 ,     />  =r  3 , 

(M)  ne  change  pas,  et  l'on  a 

a^  -\-  -iab^  -\-  b-c,  à- b -^  nbc -i- b^ -i- bc\ 


N) 

\  a'b-i-abc-\-b^+  b^c,      ab^  -\-  2  b-c  -i-  c' ; 

le  déterminant  (P)  et  l'équation  (i)  restent  les  mômes; 
mais  l'équation  (2)  devient 

lt.-  —  {n^-\-  c^  -ird>ab'+  3cZ»-)fx  +  {ac  —  b')' =  o 

OÙ 

fx  =  À^  ; 

car,  ).,  et  X,  étant  les  deux  racines  de  l'équation  (i), 
on  a 

l]  4-  \l  =  a'-^c'  +  3  ab'  +  3cb\      V,  +  À^  =  [ne  —  b^y. 

8.  M.  Sylvester  fait  observer  que  son  théorème  est  un 
cas  particulier  d'un  théorème  plus  général ,  démontré  par 
M.  Borchardt ,  pour  des  déterminants  quelconques ,  et  qui 
devient  le  théorème  démontré  ci-dessus,  lorsque  le  dé- 
terminant est  symétrique  [Journal  de  Afathémaliqncs , 
t.  XII,  p.  63^  1847). 
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Nous  n'avons  pas  besoin  d'apprendre  à  nos  lecteurs 
combien  la  Géométrie  doit  au  zèle  et  au  talent  de 
M.  Chasles.  Nos  recueils  scientifiques  renferment  une 
foule  de  beaux  INIémoires ,  dans  lesquels  le  célèbre  profes- 
seur de  la  Sorbonne  nous  a  révélé  de  nombreux  et  impor- 
tants théorèmes,  et,  ce  qui  vaut  mieux,  des  théories  aussi 
remarquables  par  leur  simplicité  que  par  leur  fécondité. 

Mais  il  ne  suffit  pas  de  découvrir  des  propositions  nou- 
velles ;  il  faut  encore,  lorsqu'elles  sont  assez  nombi^euses 
pour  changer  l'aspect  de  la  science,  marquer  leur  place 
parmi  les  propositions  anciennement  connues,  et  former 
des  unes  et  des  autres  un  ensemble  où  tout  se  coor- 
donne sans  lacune,  sans  disparate.  Tel  est  le  but  que  s'est 
proposé  M.  Chasles ,  dans  l'ouvrage  dont  nous  allons 
rendre  compte.  L'auteur  ne  s'est  pas  borné  à  recueillir 
ses  propres  travaux  et  ceux  de  ses  devanciers  ou  de  ses 
contemporains  :  il  y  a  joint  de  notables  perfectionnements, 
et  fait  faire  à  la  science  de  nouveaux  progrès. 

Le  Traité  de  Géométrie  supérieure  est  partagé  en 
quatre  sections  et  trenle-cinq  chapitres. 

La  première  section  est  consacrée  aux  principes  fon- 
damentaux, c'est-à-dire,  aux  théories   du   rapport    au- 
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liarmoiiiquc ,  de  la  division  homographique  et  do  linvo- 
lulion. 

INI.  Chaslcs  débute  par  un  de  ces  perfectionnements 
dont  nous  parlions  tout  à  1  heure.  Il  avertit  que  dans  le 
cours  de  l'ouvrage  il  désignera  par  les  signes  +  et  —  , 
le  sens  des  segments  rectilignes  comptés  sur  la  même  di- 
rection et  des  angles  décrits  autour  du  même  sommet.  Ln 
respect  superstitieux  pour  la  Géométrie  des  Anciens,  joint 
à  une  sorte  de  préjugé  sur  la  séparation  absolue  des  mé- 
thodes dites  synthétique  et  analytique ,  avaient  empêché 
jusqu'ici  les  géomètres  d'adopter  cette  utile  convention. 
Les  Anciens,  par  la  nature  des  sujets  qu'ils  traitaient, 
ont  pu  s'en  passer;  mais  les  Modernes,  en  abordant  des 
({uestions  plus  vastes ,  se  sont  trouvés  bientôt  exposés  à 
l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  inconvénients  :  ou  ne  démon- 
trer un  théorème  que  pour  un  état  particulier  de  la  figure 
et  étendre  la  conclusion  aux  autres  états  par  analogie  5  ou 
bien  accompagner  chaque  démonstration  de  l'examen  de 
tous  les  cas  particuliers.  La  première  marche  est  dénuée 
de  toute  rigueur  :  la  seconde ,  qui  d'ailleurs  n'est  pas 
toujours  praticable,  est  longue  et  embarrassée,  et  elle  use 
inutilement  les  forces  de  l'esprit  à  des  détails  minutieux 
et  sans  intérêt.  L'a,doption  du  principe  des  signes  fait  dis- 
paraître ces  inconvénients  :  il  suliit  d'établir  d'aboxd  quel- 
ques propositions  très-simples,  qui  impliquent  par  elles- 
mêmes  ce  principe  qu'elles  conservent  et  transmettent 
ensuite  dans  toutes  les  déductions  ultérieures.  On  peut  alors 
raisonner  sur  l'état  général  d'une  figure ,  comme  en  ana- 
lyse, ou  plutôt  c'est  de  l'analyse  véritable,  non  plus 
lestreinte  à  l'étude  des  lieux  géométriques,  mais  appli- 
ijuéc  à  toutes  les  parties  de  la  Géométrie  où  son  emploi 
apporte  des  simplifications. 

Un  autre  emprunt  fait  à  lanalysc  permet  à  M.  Chastes 
de   donner   aux   questions   géométriques  une   généralité 
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encore  plus  graixle  :  je  veux  parler  de  la  notion  des  points 
et  droites  imaginaires  ,  artifice  ingénieux  qui  diminue  le 
nombre  des  énoncés  et  réunit  dans  une  même  classe  des 
propositions  de  nature  très-diverse.  Mais  certaines  mé- 
thodes font  naître  des  découvertes  avec  si  peu  d'eflbrt, 
qu'on  s'est  abandonné  quelquefois  au  plaisir  d'accumuler 
lies  théorèmes  nouveaux  sans  s'inquiéter  beaucoup  de  la 
rigueur  et  de  l'ordre  logique.  C'est  ainsi  qu'on  a  souvent 
employé  les  imaginaires  sans  les  bien  définir,  et  qu'on  a 
fondé  plusieurs  démonstrations  sur  un  prétendu  principe 
de  continuité  qui  n'est  véritablement  qu'une  forte  induc- 
tion. Le  talent  profondément  philosophique  de  M.  Chasles 
lui  a  fait  éviter  ces  écueils.  jN'ous  ne  pouvons  mieux  faire 
que  de  citer  ici  ses  propres  paroles  : 

«  Une  étude  attentive  des  différents  procédés  de  dé- 
monstration qui  peuvent  s'appliquer  à  une  même  ques- 
tion, m'a  convaincu  qu'à  côté  d'une  démonstration  facile, 
fondée  sur  quelques  propriétés  accidentelles  ou  contin- 
gentes d'une  figure,  devaient  s'en  trouver  toujours  d'autres , 
fondées  sur  des  propriétés  absolues  et  subsistantes  dans 
tous  les  cas  que  peut  présenter  la  figure,  en  raison  de  la 
diversité  de  position  de  ses  parties  5  et  j'ai  éprouvé  que  la 
recherche  de  ces  démonstrations  complètement  rigou- 
reuses, est  d'autant  plus  utile  qu'elle  met  nécessairement 
sur  la  voie  des  propositions  les  plus  importantes,  de  celles 
qui  établissent  tous  les  liens  qui  doivent  exister  entre  les 
différentes  parties  d'un  même  sujet. . . . 

')  Ces  démonstrations  deviennent  aussi  faciles  que  les 
p?-eiuières,  quand  on  a  préparé  la  voie  par  la  recherche 
de  quelques  propositions  d'une  certaine  nature  ;  savoir,  de 
propositions  reposant  sur  les  propiiétés  absolues  ou  pei- 
maiientes  de  la  figure  et  non  simplement  sur  ses  propriétés 
co/itingenles.  Ces  propositions  se  distinguent  par  ce  ca- 
ractère spécial,  que  les  objets  susceptibles  de  devenir  ima-^ 
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j^iiiaires  ny  ciiirenl  pas  sous  forme  explicite,  mais  s'y 
trouvent  représentés  par  des  éléments  réels,  de  même  tpic 
les  racines  d  une  équation  n'entrent  pas  par  elles-mêmes 
dans  les  calculs  de  la  géométrie  analytique,  et  y  sont 
représentées  collectivement  par  les  coefficients  de  l'é- 
quation. » 

Malgré  ces  bonnes  raisons,  il  est  à  craindre  qu  un 
longtemps  ne  s'écoule  avant  que  l'on  adopte  franchement 
les  imaginaires  en  géométrie.  Cela  tient,  croyons-nous, 
à  des  préjugés,  à  des  répugnances  qui  s'évanouiraient  si 
l'on  étudiait  avec  plus  d'attention  les  procédés  naturels 
et  spontanés  de  l'esprit  humain.  On  cesserait  alors  de; 
s'étonner  de  bien  des  choses-,  ou  plutôt,  on  ne  s'étonne- 
rait plus  que  d'une  seule,  d'avoir,  comme  M.  Jourdain, 
fait  longtemps  de  la  prose  sans  le  savoir.  Et ,  en  effet,  les 
locutions  algébriques ,  en  ce  qui  concerne  les  imaginaires, 
ne  sont  pas  aussi  éloignées  du  langage  habituel  qu'on 
pourrait  le  croiie.  Lorsqu'on  raisonne  dans  un  certain 
ordre  d'idées,  à  l'aide  d'expressions  empruntées  à  un 
autre  ordre,  les  opérations  de  l'esprit  sont  alors  pure- 
ment symboliques j  n'ont,  prises  à  la  lettre,  aucune 
réalité,  et  cependant  elles  conduisent  à  des  conclusions 
exactes,  quand  on  a  bien  marqué  le  sens  et  les  limites  de 
cette  correspondance  singulière  qui  existe  entre  les  deux 
ordres  d'idées.  A  ce  point  de  vue,  on  peut  considérer  les 
imaginaires  comme  le  langage  figuré  des  mathématiques, 
et  il  est  sans  doute  aussi  déraisonnable  d'en  priver  la 
géométrie  qu'il  le  serait  de  vouloir  supprimer,  dans  le 
discours,  toute  expression  métaphorique. 

Outre  les  avantages  qui  résultent  de  1  emploi  judicieux 
des  signes  -j-  et  — i  et  des  imaginaires  bien  définies,  les 
théories  exposées  dans  ce  livre  présentent  encore  un  troi- 
sième caractère  de  généralité.  Elles  s  appliquent  indilïé- 
rcmment  et  avec  la  même  facilité  aux  deux  genres  de  pro- 
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positions  que  l'on  peut  distinguer  dans  la  science  de  1  e- 
tendue,  selon  qu'elles  se  rapportent  à  des  points  ou  à  des 
droites  :  propositions  qui  se  correspondent  en  vertu  de 
certaines  lois ,  auxquelles  on  a  donné  le  nom  de  principe 
de  dualité^  en  sorte  qu'il  n'est  plus  nécessaire  de  re- 
courir, pour  passer  des  unes  aux  autres,  aux  méthodes 
de  transformation  des  figux^es.  Ce  n'est  pas  que  ces  der- 
nières méthodes  ne  soient  fort  utiles  et  ne  mettent  souvent 
sur  la  voie  de  bien  des  découvertes  ;  mais  elles  ne  satisfont 
pas  complètement  aux  besoins  de  la  science  et  ne  peuvent 
suppléer  à  des  démonstrations  directes. 

Nous  venons  de  traiter  assez  longuement  quelques 
points  auxquels  M.  Chasles  attache,  avec  raison,  une 
grande  importance.  Ne  pouvant  consacrer  la  même  éten- 
due au  reste  de  l'ouvrage,  nous  nous  contenterons  d'en 
donner  le  sommaire. 

La  seconde  section  renferme  les  applications  des  trois 
théories  fondamentales  à  la  démonstration  des  propriétés 
des  figures  rectilignes.  On  y  trouve  les  propositions  les 
plus  utiles  sur  le  triangle ,  le  quadrilatère  et  les  poly- 
gones^ divers  modes  de  description  d'une  ligne  droite 
par  points;  la  théorie  des  transversales;  les  centres  des 
moyennes  distances  et  des  moyennes  harmoniques.  Des 
formules  pour  la  résolution  des  équations  et  pour  la 
décomposition  des  fractions  rationnelles,  y  sont  données 
comme  conséquences  de  théories  purement  géométriques. 

La  troisième  section  contient  la  théorie  prise  d'un 
point  de  vue  très-général ,  des  systèmes  de  coordon- 
nées servant  à  exprimer  la  position  d'un  point  ou  celle 
d'une  droite;  la  théorie  générale  de  la  transformation  des 
figures ,  soit  en  figures  du  même  genre  appelées  figures 
homo graphiques,  dans  lesquelles  des  points  correspon- 
dent à  des  points  et  des  droites  à  des  droites,  soit  en  figures 
de  genre  différenl,  appelées  figures  corrélatives,  dans  les- 
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«juclles  (les  poinis  correspondent  à  des  droites  ei  des 
droites  à  des  points. 

La  quatrième  section  traite  des  cercles.  On  y  trouve  la 
théorie  des  pôles  et  polaires,  celle  des  axes  radicaux  et  les 
propriétés  de  quelques  polygones  inscrits  ou  circonscrits. 
Des  théorèmes  relatifs  au  cône  à  base  circulaire  et  aux 
fonctions  elliptiques  terminent  le  volume. 

Tel  est,  dans  son  ensemble,  le  Traité  de  Géométrie 
supérieure,  véritable  monument  élevé  à  la  science  de  l'é- 
tendue, empreint  de  cette  forte  unité  qui  est  le  caractère 
distinctif  des  œuvres  capitales.  Est-il  besoin  d'ajouter  que 
le  style  est  partout  clair  et  élégant,  que  les  démonstrations 
simples  et  naturelles  se  suivent  sans  effort?  M.  Chasles 
n'avait  garde  de  se  défaire  de  ses  qualités  habituelles  dans 
un  ouvrage  destiné  à  perpétuer  son  nom. 

Nous  espérons  que  M.  Chasles  voudra  bien  tenir  le 
plus  tôt  possible  la  promesse  quMl  fait  implicitement  en 
plusieurs  endroits,  de  nous  donner  une  exposition  com- 
plète des  propriétés  des  lignes  et  des  surfaces  courbes. 
Ce  sera  un  service  important  rendu  à  la  science  et  un 
nouveau  titre  à  la  reconnaissance  des  géomètres. 

Après  avoir  montré  la  valeur  scientifique  de  ce  beau 
volume,  nous  en  signalerons  encoi^e  le  mérite  typogra- 
phique. La  netteté  de  l'impression  ,  l'élégante  disposition 
des  formules,  la  correction  du  texte  ne  laissent  véritable- 
ment rien  à  désirer.  Il  faut  en  savoir  d'autant  plus  de  gré 
à  M.  Bachelier  et  à  son  habile  proie  M.  Railleul  ,  que 
l'impression  des  ouvrages  de  mathématiques  oiï're  des 
difficultés  spéciales  dont  on  ne  vient  à  bout  qu'à  force  de 
soins  minutieux,  de  patiente  attention.  Nous  n'insiste- 
rons pas  davantage,  car  nos  lecteurs  ont  sans  doute  sou- 
vent pu  juger  par  etix-mèmes  de  ce  que  l'on  doit  attendre 
d'un  éditeur  consciencieux  et  jaloux  de  sa  réputation. 

(E.    PnOt'HET.  ) 
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Noie.  Vanalfse  et  la  synthèse  sont  deux  modes  de  raisonnements  qu'on 
rencontre  partout,  dans  la  Géométrie  aussi  bien  que  dans  l'Algèbre.  Ci- 
qui  distingue  ces  deux  sciences  l'une  de  l'autre,  ce  sont  leurs  moyens  d'in- 
vestigation. La  Géométrie  c&t  graphique;  elle  s'adresse  à  la  fois  àl'œi'Z  exté- 
rieur et  à  Yceil  intérieur  (l'intelligence).  De  là,  une  grande  facilité  de  con- 
ception, une  extrême  clarté.  L'Algèbre  est  algorithmique;  elle  ne  s'étale  que 
devant  Vœil  intérieur;  de  là,  une  haute  abstraction,  une  généralité  im- 
mense. Ces  sciences,  en  se  prêtant  mutuellement  leurs  moyens  respectifs, 
acquièrent  les  avantages  attachés  à  ces  moyens.  La  géométrie  moderne,  en 
empruntant  le  symbolisme  algébrique,  a  gagné  en  généralisation  sans 
rien  perdre  ni  de  sa  clarté  ,  ni  de  sa  rigueur.  Ceiie  synibolisaiion  est  môme 
le  but  principal  vers  lequel  se  dirigent,  en  divers  sens,  les  travaux  des 
grands  géomètres  contemporains,  au  nombre  desquels  l'auteur  de  la 
Géométrie  supérieure  tient  une  place  si  distinguée.  Dans  cet  ouvrage  re- 
marquable,  les  mots  rapport,  proportion ,  addition,  soustraction,  égalité, 
rectangle  ou  produit  sont  remplacés  par  des  signes.  L'addition  étant  un 
accroissement  de  chemin  ,  un  mouvement  en  avant ,  et  la  soustraction  un 
mouvement  en  arrière ,  les  signes  -i-  et  —  peuvent  aussi  servir  à  indiquer 
des  directions  opposées.  31.  Chasles  fait  ressortir  l'avantage  de  cette  nota- 
tion pour  imprimer  aux  théorèmes  un  caractère  de  généralité  et  parvenir 
à  de  nouveaux  théorèmes.  Les  égalités  revêtant  les  formes  d'équations  , 
en  les  combinant ,  on,  remplace  la  logique  traînante  de  l'ancienne  géo- 
métrie par  le  calcul  rapide  des  temps  modernes. 

Depuis  longtemps  on  fait  des  efforts  pour  introduire  y/ — i  dans  la 
science  de  l'espace.  Les  résultats  ne  sont  pas  complètement  satisfaisants. 
Mais  les  fonctions  symétriques  des  racines  imaginaires  étant  VeeZ/ei,  lors- 
qu'il ne  s'agit  que  de  ces  fonctions  ,  les  imaginaires  sont,  pour  ainsi  dire, 
susceptibles  d'être  construites.  C'est  ainsi  qu'une  conique  imaginaire  a 
un  centre  réel.  M.  Chasles  se  tient  dans  cette  sage  réserve. 

Laquelle  des  deux  méthodes,  géométrique  et  algébrique,  est  préféra- 
ble? Question  oiseuse,  à  laquelle  chacun  répond  selon  la  tendance  do, 
son  esprit.  Il  faut  dans  chaque  cas  employer  la  méthode  qui  mène  promp- 
tement  et  le  plus  facilement  au  but,  mais  toujôui''s  en  conservant  l'inexo- 
rable rigueur  logique  ,  qui  est  l'âme  de  la  science.  Renoncer  à  cette  ri- 
gueur, c'est  noyer  la  science  dans  le  bourbier  utilitaire,  où  l'on  veut 
entraîner  l'enseignement  classique. 

Exemple.  Lorsqu'on  veut  circonscrire  un  cercle  à  un  triangle ,  on  sup- 
pose le  problème  résolu;  on  considère  les  côtés'  comme,  des  cordes;  ce 
procédé  est  analytique.  Pour  prouver  que  le  point  trouvé  est  également 
éloigné  des  sommets ,  on  suit  un  procédé  synthétique. 

Dans  le  23^  livre ,  Euclide  donne  des  démonstrations  analytiques  et 
synthétiques  de  chacune  des  cinq  premières  propositions ,  et  Pappus 
consacre  presque  un  livre  entier  à  la  géométrie  analytique;  mais  qui 
n'est  pas  cartésienne ,  qui  n'est  pas  algorithmique.  Tm. 
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EXERCICE  DE  CALCIL. 

Lamé,  Loçons  sur  l'Élaslicitc  des  corps,  pages  ^'j  ,  ^8  ,  St).) 


Soient  les  douze  équations 

x]  -i-x]  +  xi  —  l, 

xl  +ji  +  v;  =  I, 

z;-h  zl-\-  zl  =  I, 
.r,  y,  H-  Xj  jj  +  ar^  j;,  =  o  , 
X,  z,  4-  x-i  Zj  -f-  .rj  Z3  =  o , 

r.  Z|   +jr2Zj  +  JaZ:;  =0  , 

P,  =  rtj;;  +  bf]  -4-  cz^  H-  2  ^/j,  z,  +  2  ex,  z,  +  a/c,  j,  , 
Pj  =  nx]  -+-  by\  -\- cz] -\-  2  dji  Zi -h  ^  ex,  z,  -+-  ifx^  y., , 
P,  =  axl -h  by  l-t-  cz\  +  2  dy^  z,-\-  2.  ex,  z,  +  2/r,  y, , 
Q,  =  ax,  X3  -+-  by,  y^  +  cz,  z,  +  d[y-,  z,  -+-  z,  y, } 

-h  e  (x^  Z3  +  z,  X3)  H-/(xj  J3  +  J2  ^3  ) , 
Q,  =  rt.r,X3  4-  6j,  j3  +  cz,  Z3  -I-  rf(z,  j3  +  y,  z,  ) 

-H  c  (.r,  Z3  +  z,  X3)  4-/(  j,  ^3  +  ^1  JTa  ) , 
Q3  =  axix^  -h  by,  y,  +  cz,  z-,  -h  rf  (  r,  z,  +  3,  jj) 

4-  e(.r,z,  4-Zo^,)-j-/(x,  j,  +  j,  jr,1; 

éliminant  les  x,  j,  ^,  on  obtient  les  relations 

P.  H-  Pj  +  P3  =  «  +  ^  +  c , 

P,  P.  +  p,P3  +  P,  P.  -  q;  —  Q=,  —  qi 

=z  nb  +  bc  -\-  ac  —  r/'  —  6--  — /% 
P,  P,  P3  -h  2Q,  Q, Q3 _  P,  Q^  _  P,  Q5  _  p,  Q^ 

=  abc  -\-  2  def —  ad^  —  be'  —  c/'. 
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SOLIJTIOWI  DE  LA  QIESTION  250 

(  voir  t.  XI ,  p.  4o,i  ; 

Par  m.   Casimir  REY, 
De  l'Institution  Barbet. 


1 .  Leiîime.  Si  Ton  porte  sur  une  droite,  à  partir  d'un 
point  donné,  les  quatre  racines  des  deux  équations 

X-  +  px  ->r  q  =:  O,      x-i-p'x-+-r/'=^0, 

racines  prises  avec  leurs  signes ,  et  si  l'on  a  la  rela- 
tion ^[^-{-q')  =  pp\  les  quatre  points  ainsi  déterminés 
sont  en  rapport  harmonique. 

2,  Théorème.  Quatre  points  étant  donnés  sur  une 
droite,  pretiant  ces  points  deux  à  deux,  on  obtient  trois 
systèmes  de  deux  couples  chacun,  et  à  chacun  de  ces 
systèmes  correspond  un  couple  de  points  simultanément 
harmoniques  aux  deux  couples  du  système j  les  trois 
couples  ainsi  déterminés ,  pris  deux  à  deuXj  sont  har- 
moniques entre  eux.  (Otto  Hesse  ) 

Démonstration.  Soient  quatre  points  consécutifs  ; 

A,  B,  C,  D  sur  une  droite, 

P,    Q  deux  points  sinnilt.  harmon.  aux  points  A,  B;  C,    D, 

R,  S  Id.  A,  C;  B,   D, 

T,  V  Id.  A,  D;  B,   C; 

prenons  un  point  O  sur  la  droite  5  faisons 

OX  =  a,      0^  =  b,      OC=f,      OD  =  rf, 
OP  =  /^     OQ  =  7,    OR  —  /•,      OS  =  y ,      OT  =  /►,     OV  =  c. 
Ann.  de  Mdthéniat. ,  t.  XI.  (Décembre  i852.)  29 
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En  vertu  du  lemnio.  oji  a 

(1)  2{al>-hpq)  =  [0-hb){p-hq\ 

(2)  ^{cd-hpg)  =  {C-h<{)  {p-hq)y 

(3)  2(flc4-  w)  =  (fl-l-c)(r  + j), 

(4)  ii{bd -h  rs)  =  {b-^cl)  {r -[-  s). 

Éliminant  a  entre  les  équations  (i)  et  (3),  on  obtient 

2{r-h  s)  (ùc  -hpq)-\-  ^(p-^  q)  [rs  —  bc) 
-h  (f  —  b)  ( /•  -h  v^  '  P  +  q)  —  ^crs  -i-  J]  bpq  =  O  ; 

de  même,  en  éliminant  ci  entre  les  équations  (2)  et  (4), 
on  obtient 

2{r-\-  s)  {bc  -^pq)  -h  2(/)  -T-  7^  (rs  —  bc) 
-^{b  —  c)  {r-h  s    (p-hq)  —  ^brs-i-  ^cpq  =  o. 

Soustrayant  ces  équations  lune  de  lautrc,  et  divisant  le 
reste  par  i{b  —  c).  on  a 

{r -^- s){p-ir  q)=^  l{rs->r  pq  . 

Donc,  d'après  le  Icmme.  les  points  R,  S,  P.  Q  sont  en 
rapport  harmonique  ;  on  trouve  de  même 

(r-r-y)  (f-hc)  =  2(rf +  rp), 
{p-^q){t-\-v)  =  'x   pq^tr).      C.Q.F.D. 

Corollaire .  Les  six  points  R  .  S ,  A  .  B ,  C  ,  D  sont  en 
involution;  de  même  le  système  T,  \,  A,  B,  C,  D  cl 
encore  quatre  autres  systèmes. 

yote.  M.  Hesse  fait  un  emploi  très-ingénieux  de  ce  problème  pour  In 
résolution  des  équations  biquadratiques.  (Journal  de  M.  Crelle,  t.  XL!  , 
p.  q63  ;  iS-îl  .' 
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SECONDE  DEMONSTRATION  Dl  THÉORÈME  H8 

(voir  t.   V,  p.  167)  ; 

Par  m.  P.-A.-G.  COLOMBIER, 

Professeur    île    i\Iathëmatiques,    à    Paris. 


Théorème.  Si  x  (désigne  l'hypoténuse  d'un  triangle 
rectangle,  dont  y  et  z  sont  les  deux  côtés  de  l'angle 
droit,  je  dis  qu'on  aura 

X"'  ^     ou     <C  J™  +  z'", 

suivant  que  la  valeur  algébrique  de  m  est  plus  grande 
ou  plus  petite  que  2. 

Je  ferai  remarquer  que  ce  théorème  a  été  démontré  ,  il 
y  a  quelques  années,  dans  les  NouK^elles  Annales,  t.  V, 
p.  4i3,  479  et  suivantes.  On  peut,  je  crois ,  le  démontrer 
beaucoup  plus  simplement  ainsi  qu'il  suit. 

Première  démonstration.   On  a,  par  hypothèse, 

.r^  =  j2  -1-  z\ 

m  désignant  une  grandeur  quelconque-,  si  nous  mulii- 
plions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  .x"'~%  nous 
au  roi}  s 

( I )  x'"=y'' X"'-''  -f-  2' .  X'"--. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  la  valeur  algébrique 
de  m  soit  plus  giande  que  3  ;  dès  lors,  x  étant  plus  grand 
que  j  et  que  z  , 

et,  par  suite, 

.r'"  ^  j"  4-  s*"  ; 

ce  qui  démontre  la  première  partie  du  théorème. 
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Supposons,  eu  second  lieu,  que  la  vakiu   aigcbiique 

(le  m  soil  plus  pelilc  que  2.  Alois  éeiivons  légalilé  (i) 
sous  la  forme 

I  I 

el ,  comme  on  a  évidemment 

I  1^1  I 

il  s'ensuit  que 

^'-  <  )"•  +  -'"  ; 

ce  qui  démontre  la  seconde  partie  du  théorème. 

Seconde  démo?isf ration.  En  désignant  par  a  et  I>  deuv 
fractions  proprement  dites,  posons 

y  =  ax     et     s  =  /^x; 
d'où 

(2)  j"'  +  3'«  — .r'"  (/,"■-+-  ^'"')- 

Si ,  dans  cette  égalité,  on  fait  ni  =2,  on  aura  évidemment 
a"-  -+-  h-  =  I . 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  la  valeur  algébrique 
de  m  soit  plus  grande  que  2  ;  dès  lors,  a'"  et  h'"  étant  res- 
pectivement moindres  que  a^  et  b^.  on  aura 

n'"  +  b'"  <  I , 
et,  par  suite,  la  relation  (2)  donne 

^">J-'""f-z"'. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  valeur  algébrique 
de  711  soil  plus  petite  que  i\  dès  lors,  a'"  et  b'"  étant  res- 
pectivement plus  grands  que  «'  et  b-,  on  a 
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et,  par  suite,  la  relation  (2)  donne 

X"'  <  >•'"  +  z'". 

Cas  particuliers.   Dans  1  hypothèse  où  m  =  'i  ,  on  a 

Sous  le  point  de  vue  géométrique,  cette  égalité  montre 
que  le  cube  construit  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle 
lectangle  est  plus  grand  que  la  somme  des  cubes  construits 
sur  les  deux  côtés  de  Tancilc  droit. 


SOLUTION  DE  LA  QIESTION  2H 

;  Toir  t.  \,  p.  358)  : 

Par  m.   Angelo  GENOCCHI. 


Théorème.  Dans  un  produit  de  n  facteurs  monômes, 
on  ne  peut  changer  que  2"~^  —  i  fois  les  signes  des  fac- 
teurs ^  soit  en  totalité,  soit  en  partie,  sans  chatiger  le  signe 
du  produit. 

Démonstration.  Le  signe  du  produit  ne  change  pas,  si 
les  facteurs  qui  changent  de  signe  sont  en  nombre  pair. 

Mais  deux  facleuis  sur  n  peuvent  être  choisis  de  — ^ 

*  1.2 

manières  ;    quatre    facteurs    peuvent    être    choisis    de 

n[n  —  \)  in  —  2)(«  — 3)  .,  .      .     ,  . 

— ^i — — .,    . manières  ;   et   ainsi   de  suite. 

1.23.4 

D'ailleurs,  on  a 

n  (n  —  I  )        nin  —  i  )  ( «  —  2 )  (  «  —  3 ) 

1  H ^ ■'  -H  — ^ '-^ — -/-^ '  -H  .  .  . 

2  1.23.4 

_  (i  +  0"  +  (i-i)"  _       . 
-  2  -      ' 
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donc  les  signesdcs  facteurs pt  uvcnt  rtiv  cliniigés  ilc  2"~' —  i 
manières. 

Obscrualion.   M.  Casimir  Rey  dc'-montro  le  même  ihéo- 
rème  par  des  considérations  combiuatoires. 


SllR  LES  HÉLICES; 

Par    m.     a.     TISSOT, 

Docteur  es  sciences,  ancien  élève  de  Tlicole  Polytechnique. 


4 .  Pour  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  d  une  hé- 
lice H,  tracée  sur  un  cylindre,  soit  une  autre  hélice  H', 
tracée  sur  un  cylindre  parallèle  au  premier,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  section  droite  de  celui-ci  soit  un  cercle  ou 
une  spirale  logarithmique. 

L'axe  des  z  étant  parallèle  aux  génératrices ,  et  les  deux 
avitres  étant  perpendiculaires  entre  eux  et  au  premier, 
soient,  pour  un  point  quelconque  de  H  : 

x^  j^  z  ses  coordonnées, 

.r',  y',  z'  celles  du  centre  du  cercle  osculatcur, 

p  le  rayon  de  courbure  de  la  section  droite. 

On  sait  que  le  rayon  de  courbure  de  l'hélice  est  parallèhr 
à  ce  dernier,  et  qu'il  a  pour  longueur  p  (i-f-  tang-  a),  a  dé- 
signant le  complément  de  l'angle  sous  lequel  H  coupe  les 
arêtes  du  cylindre;  on  a  donc 

z  =z     et     {x'  —  xY  +  [y'  —  j^  )=  =  f  i  +  tang-'  a)  -  p% 
(,r'  —  x)  dx  4-  (  j'  —  V  )  dy  ^=  o. 

Si  Ton  pose 

r/i-  =  dx'  -\-  dy\      ds''  =  dx''  -+■  df  ., 
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CCS  équations  doniieroiil 

(ly 
•  '  =  vi-  —  (  i  +  tanj;'  a)  p  —  , 

y  =y  +  (i+ tang-a)p  — 5 

(roù  l'on  tire,  en  dîfférentiant,  puis  en  ajoutant  membre 
à  membre,  après  avoir  élevé  au  carré, 

( 2 )  ds'-  =  tang^  a  <7i-  +  (i  +  tang'  a)'  dp'. 

D'ailleurs,  pour  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  H 
soit  une  autre  hélice,  dont  la  tangente  fasse  avec  le  plan 
des.r^  un  angle  constant  a',  il  faut  qu'on  puisse  satisfaire 
à  la  condition 

dz'  =  tango.'  ds'  ; 
et ,  comme  on  a 

dz'  =.  dz  ,      dz  =  tang  a  ds, 

cette  condition  donne 

(  3  )  ds'  =  tang  a  ce  ,ang  a!  ds. 

On  voit  donc,  ci  l'aide  des  équations  (2)  et  (3),  que,  si 
Ion  pose 

/^(i  -h  tangua)-  =  tang'^a  (cotang-a'  —  tang- a), 

il  faudra  qu'on  ait 

(4)  r/p  =  f<ds. 

Ainsi ,  à  partir  de  l'origine  des  arcs ,  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  droite  du  cylindre  doit  croître  propor- 
tionnellement à  la  longueur  de  ces  arcs. 

2.  Soit 

(5)  dy=zpdx; 

si  l'on  introduit,  dans  l'équation  (4),  les  expressions 

1  (Ix  

p  =z  {\ -]- p'^y  —-,      ds—\Ji-<rp'dx, 
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cl  qu  on  prenne  p  pour  variable  indépendante,  elle  de- 


idra 


(,+;,=  ,£;ï+(3,-X-)±  =  o; 


d  où  roii  lire,  en  ayant  égard  à  l'équalion  (5)  et  en  re- 
présentant par  c,  c',  c"  trois  constantes  arbitraires, 


c   =z  c 


f,kaTr  tang  p 


s/i-hp' 

f.p  —  1 

y  —  c-'z=  c  ■  e' •■"■'=  '•'"^/'. 

Si  Ton  divise  membre  à  membre,  et  qu'on  choisisse  l'ori- 
gine des  coordonnées  de  manière  à  faire  disparaître  c'  et 
c",  on  aura  donc 

X        p  -V-  fi 


y      f'P  —  I 

dx 


(ly 

ou  bien,  en  remplaçant  p  par  —•,  et  en  introduisant  les 


coordonnées  polaires , 

dr  =  krd^. 

Cette  équation  a  pour  intégrale 

R  étant  une  nouvelle  constante;  elle  représente,  par  con- 
séquent, une  spirale  logarithmique.  Pour  k  =  o,  c'est-/»- 
dire  pour  a'  =  90°  —  a,  elle  donne  un  cercle, 

3.  Si  l'on  remplace,  dans  les  équations  (i),  x  el  j  par 
leurs  valeurs ,  en  fonction  de  /'  et  de  0,  déduites  de  ce  qui 
précède,  il  viendra 

x'  =  —  {i  -\-  tangua)  (/■  sin  0  -+-  sin'a  cos  0)  r, 
7'  =  (  I  +  tang-  Ci)  {/,■  cos  0  —  sin-  a  sin  0  )  /•. 

De  ces  nouvelles  expressions,  on  peut  conclure  facile- 
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ment  que,  k  étant  différent  de  zéro,  la  section  droite  du 
cylindre ,  sur  lequel  se  trouve  placée  la  seconde  hélice  H', 
est  une  spirale  logaritlimique  de  forme  identique  avec  la 
première  et  ayant  même  pôle. 

Il  en  résulte  que  les  deux  hélices  sont  situées  sur  deux 
cônes  de  révolution ,  dont  les  axes  et  les  sommets  coïn- 
cident, et  dont  les  compléments  1  et  1'  des  demi-angles  au 
sommet  satisfont  à  la  relation 

tang  a  rang  Y  =  tan  g  a'  tang  >,  ; 

car,  en  appelant  o)  l'angle  que  fait,  dans  les  deux  spi- 
rales, la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe, 
avec  la  ligne  qui  joint  ce  point  au  pôle,  on  doit  avoir 

tang  y.  =  tang  1  ces  w , 
tang  a  =  tang  1'  ces  ou 

Enfin ,  si  la  première  hélice  coupe  les  génératrices  du 
cône  sous  l'angle  de  45  degrés ,  il  en  sera  de  même  de  la 
seconde,  et  les  deux  cônes  se  confondront  5  on  aura 
alors 

OL  =:(/.',      X  =  X',      sina  =  -— sinX,      >?^  =  ros2a. 

V2 
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Dieu  seul  est  grand!  dit  Bossuet.  On  peut  ajouter  qui' 
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Dieu  seul  connail  la  vraie  grandeur  de  toutes  choses. 
L'iiomnie,  ccl  être  épliémère,  qui  était  hier  un  atome 
organique ,  qui  sera  demain  un  morceau  de  fumier,  et  qui 
est  aujourd'hui  un  sot  orgueilleux  qui  se  croit  quelque 
chose,  ttvxt  T/,  comme  dit  l'Apôtre,  Thomme  ne  possède 
l'appréciation  exacte  d'aucune  grandeur.  Qu'il  pèse,  qu'il 
mesure,  qu'il  calcule,  les  résultats  sont  entachés  d'er- 
reurs, approchent  de  la  vérité,  mais  ne  sont  pas  la  vérité 
vraie,  comme  s'expriment  les  diplomates,  avec  cette  dif- 
férence, que  \cfin  de  la  diplomatie  consiste  à  s'éloigner 
le  plus  qu'on  peut  de  la  vérité  vraie ,  tandis  que  le  but 
constant  du  géomètre  est  de  s'en  approcher  le  plus  stric- 
tement possible ,  en  deçà  et  au  delà ,  et  de  resserrer  les 
deux  limites  de  plus  en  plus.  Une  de  ces  limites  donne 
une  erreur  par  excès  et  l'autre  par  défaut.  La  somme  de 
ces  deux  erreurs  est  évidemment  égale  à  la  dillérence  des 
deux  limites.  Donc  une  de  ces  erreurs  est  moindre  que  la 
moitié  de  la  diilérence  des  deux  limites  5  il  faut  donc  une 
première  méthode  pour  rendre  cette  différence  aussi  pe- 
tite que  l'on  veut.  Lorsqu'on  combine  par  les  procédés 
arithméti(|ues  plusieurs  de  ces  quantités  approchées,   le 
résultat  sera  renfermé  aussi  entre  deux  limites.  Une  se- 
conde méthode  consiste  à  découvrir  d'avance  la  différence 
de  ces  deux  limites.  Enfin,  lorsque  cette  dillérence  est 
prescrite,  il  faut  une  troisième  méthode  pour  découvrir 
avec  quel  degré  d'approximation  il  faut  calculer  les  quan- 
tités à  combiner  pour  que  le  résultat  se  trouve  entre  les 
limites  prescrites.  Ces  trois  méthodes  sont  l'objet  princi- 
pal de  la  Théorie  générale  des  a/)proximations. 

Cette  f/^eor/e  consiste  dans  une  exposition  rigoureuse  et 
complète  de  tout  ce  qu'on  a  écrit  sur  cette  matière,  avec  de 
notables  simplifications  et  améliorations,  et  augmentée  de 
nouvelles  considérations  sur  l'erreur  relative.  On  appelle 
ainsi  le  quotient  ([u'on  obtient  en  divisant  Terreur  commise 


(459) 
sur  une  quantité  par  celte  quantité.  L'auteur  dit  avec  rai- 
son :  «C'est  ce  rapport  seul,  et  non  l'erreur  absolue ,  qui 
))  caractérise  nettement  le  degré  d'approximation  obtenu. 
»  Il  ne  suffirait  pas  de  savoir,  par  exemple,  que,  dans  la 
»  mesure  d'une  longueur,  on  a  fait  une  erreur  moindre 
1)  que  de  i  centimètre,  pour  en  conclure  que  la  mesure 
1)  est  bien  prise  5  car,  tandis  que  cette  erreur  sera  regar- 
')  dée  comme  négligeable  pour  une  longueur  de  i  o  mètres, 
»  la  même  erreur  sera,  au  contraire,  très-notable  s'il 
»   s'agit  d'une  longueur  de  i  mètre  »  (page  2). 

Les  divers  théorèmes  à' approximation  appliqués  aux 
opérations  arithmétiques  sont  tous  implicitement  fondés 
sur  ce  qu'un  nombre  est  un  polynôme  ordonné  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  10,  en  allantde  gauche  à  droite, 
et  que  les  coefficients  sont  des  entiers  positifs  ,  ne  pouvant 
avoir  que  les  dix  valcui^s  de  zéro  à  neuf. 

Voici  le  premier  théorème  :  Si  un  nombre  est  calculé 
auec  m  chiffres  exacts,  à  partir  du  chiffre  significatif  k 
des  plus  hautes  unités ,  V erreur  relative  sera  moindre  que 

la  fraction 

La  démonstration  revient  à  ceci  :  le  nombre  donné  est 
de  la  forme 

/-.  IQP  +/.  10P-'  -h.  .  .fl0P-"'+'  -{-...; 

les  m  coefficients  A,  /,..-,  /^sont  exacts  5  ceux  qui  suivent 
ne  sont  pas  sûrs.  Représentons  cette  partie  non  exacte 
par  a  ;  c'est  l'erreur;  on  a  évidemment 

a<io/'-"'+'; 

et  le  nombre  cherché  étant  représenté  par  <7,  quel  qu'il 
soit,  on  a 

a'^  k .  iQ/'. 
Donc 

rt"^/.  10'"-' ' 


(    i^o   ) 


-  esl  relieur  ielali\e.  et  à  foriiori 


ri 


Si  1  on  sait  à  priori  que 

-<r'  ' 

rt  "^  (/-hijio"— '  ' 
on  est  sûr  que  les  m  chilîrcs  sont  exacts.  En  ellel , 

a  <C,U  +  i)  iC"-'  ; 
donc 

CVst  l'objet  d'un  second  tliéorème. 

L'auteur  applique  ces  tliéorèmes  aux  quatre  premières 
opérations  de  rarithniétique,  et  donne  des  règles  simples 
pour  la  multiplication  et  la  division  abrégées.  Comme 
exemple  d'addition,  l'auteur  calcule 

1  /il  1  ' 

log  2  =  2      -  +  -—  +  -^  4- 


3       3.3^       5.3*       7-3  '  "  / 

et  a  égard  :  i"  aux  termes  négligés;  2"  aux  ehilVres  né- 
gligés dans  la  réduction  des  fractions  en  fractions  déci- 
males; 3"  à  la  partie  décimale  qu'on  néglige  dans  le  résul- 
tat. Cela  peut  donner  une  idée  de  la  marche  sévère  de 
Fauteur. 

Dans  la  multiplication  ,  on  donne  à  calculer  avec  quatre 
chillres  exacts  la  longueur  de  la  circonférence  qui  a  pour 
rayon  le  côté  du  décagone  régulier  étoile,  inscrit  dans  le 
cercle  dont  le  rayon  est  i  (page  32),c'cst-à-dirc  le  nombre 

7r(v/a-hi)- 

Les    exemples   pour  les  extradions  de   racines  sont  : 

1"  calculer  avec  trois  cliilï'rcs  exacts  l'expression  S  i()-|-2v5; 


...  ^M^ 


00  ,  .    ,        , 

—  a  une  unité  près. 
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L'autour  établit  cette  règle  générale,  de  pratique  facile  : 
Dans  tout  calcul  de  multiplication,  de  division,  d'éléva- 
lion  aux  puissances,  d'extraction  de  racines,  si  l'on  veut 
que  le  résultat  final  présente  m  chiffres  exacts,  m -{- 9. 
chiffres  suffisent  toujours  pour  chacun  des  ternies  ou  des 
termes  des  facteurs  qui  entrent  dans  le  produit  (pages  23, 
35,  46,  48)- 

Dans  la  division  abrégée,  l'erreur  du  quotient  rédui  t  à  ses 

m  premiers  chiffres  a  pour  limite  une  fi'action  de  l'unité  du 

o?  —  2 
m'^""  chiffre,  fraction  marquée  par (pages  39-43). 

Toutes  les  approximations  précédemment  exposées  dé- 
rivent d'une  fox^mule  générale ,  fondée  sur  le  théorème  de 
Taylor  (page  81).  L'auteur  applique  cette  formule  géné- 
rale à  la  règle  défausse  position,  et  au  calcul  approché 
des  racines  des  équations  numériques,  algébriques  et  trans- 
cendantes, et  la  méthode  est  rectifiée  par  la  considération 

]û   /"(a  +  AQ: 

du  terme ^^, ^  (P^S^  91).  Lu  regard  de  cette 

1.2         J   ^ 

méthode,  on  a  placé  les  formules  de  M.  Cauchy,  qui  dis- 
pensent de  toute  hypothèse  sur  la  dérivée  seconde.  L'au- 
teur pense  que  ces  formules  ne  sont  pas  préférables  aux 
précédentes,  que,  du  moins,  il  est  des  cas  où  elles  ne 
fournissent  pas  une  approximation  aussi  rapide. 

On  donne  pour  exemples  :  i°  l'emploi  des  parties  pro- 
portionnelles dans  le  calcul  par  logarithmes  5  2*^  l'équa- 
tion 

x'  —  X-  —  2.r-|-i  =  o; 

une  racine  est  comprise  entre  1,80159  et  1,80195;  3" 

tangx  —  x-=iO,      .r  :rr  257"  27', 

à  une  demi-minute  près. 

Il  aurait  peut-être  fallu  donner  quelques  notions  sur 
les  méthodes  d'approximation  grapliiqucs  en  usage  dans 
les  services  publics. 


(  4«--^  ) 

Cet  opusculr ,  de  loo  pages,  est  un  ouvrage  plus  in- 
structif que  certains  gros  volumes,  où  l'on  trouve  plé- 
thore de  paroles  et  maigreur  de  pensées. 

En  terminant,  nous  ferons  observer  que  tous  les  procé- 
dés d'approximation  exigent,  dans  chaque  cas  particulier, 
que  le  calculateur  fasse  usage  de  sagacité;  faculté  dont  les 
règles  ne  dispensent  pas,  et  qu'elles  ne  peuvent  donner. 


SUR  LE  Ql'ADRILATÈRE  CIRCOXSCRIPTiBLE,  ET  SUR 
L'ÉGALITÉ  DES  POLYGO^ES; 

Par  m.   G.-H.   NIEVENGLOSKI, 

Répétiteur  au  lycée  Saint-Louis. 


On  lit  dans  les  Nouvelles  annales,  tome  IX ,  page  366  : 
Tout  quadrilatère  dans  lequel  la  somme  de  deux  cotés 
quelconques  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres,  ou 
dans  lequel  la  différence  des  deux  côtés  quelconques  est 
égale  à  la  différence  des  deux  autres,  est  circonscriptiblc 
à  un  cercle;  et  réciproquement. 

La  proposition  ainsi  énoncée  n'est  pas  exacte.  En  ellet, 
dans  tout  parallélogramme,  la  diilërence  des  deux  côtés., 
même  quelconques,  est  égale  à  la  dilFérence  des  deux 
autres,  et  pourtant  le  parallélogramme  n'est  pas  circon- 
scriptible  en  général. 

Il  faut  distinguer  : 

i".  Dans  tout  quadrilatère  circoascrit  à  un  cercle,  la 
somme  des  deux  côtés  opposés  est  égale  à  la  somme  des 
deux  autres;,  et  réciproquement. 

2".  Dans  tout  quadrilatère  EX-cIKCO^scHIT  à  un  cercle, 
la  somme  des  deux  côtés,  qui  forment  l'angle  ex-circon- 
scrit,  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 
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Quant  à  la  réciproque  du  second  théorème,  elle  est 
vraie  dans  les  quadrilatères  non  convexes. 

On  lit,  dans  les  Traités  de  géométrie,  que  deux  po- 
lygones de  n  côtés  sont  égaux  quand  ûs  ont  n  côtés 
égaux ,  comprenant  n  —  3  angles  coi^stcviiTS  égaux,  etc. 

Cet  énoncé  renferme  une  restriction  inutile.  Il  n'est 
pas  nécessaire,  pour  l'égalité  des  polygones,  que  les 
angles  égaux  soient  consécutifs ,  il  suffit  qu'ils  soient 
homologues.  Pour  le  démontrer,  joignez,  par  les  diago- 
nales, les  sommets  des  angles  dont  l'égalité  n'est  pas  don- 
née; les  polygones  partiels  qui  en  résulteront  seront  évi- 
demment égaux,  et,  par  suite,  il  en  sera  de  même  pour 
les  deux  polygones  proposés. 

Le  théorème  ainsi  corrigé  est  vrai  sur  la  sphère. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  237; 

Par  m.   Th.   LOXHAY, 

Répétiteur    à    l'École    militaire    tle    Belgique. 


L'énoncé  doit  être  modifié  de  la  manière  suivante  : 
Soit 


III  1  n\ 

1       3       4  "  ("  —  7)'  X  ly! 

on  a 

s„-  «,  s„_,+«.s„_,—  «3S„_,+ ...  4-  (-0"-'  «.  s,  =  ^-^ 

(  Arnot.) 

Solution.  Si  l'on  développe  la/i'^""  puissance  de  (a: — i), 
on  aura,  en  employant  les  notations  indiquées  dans  l'é- 
noncé de  la  question  , 


x  —  11"  =:  X"  —  n,x 


//,  ,t"-^+ ...  +  (—  I )"-'  II,  X  -h  (—  I Y  ; 
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retranclianl  ilu  sccoiul  membre  le  développemeiU  de 
(i  —  i)",  qui  n'esl  autre  chose  que  zéro,  il  en  résul- 
tera 

[x  —  I  )"  =  X"  —  I  —  /?,  (.r''-'  —  l  )  +  «,  i^v"—-  —  I  )  -h .  .  . 
4-  (— I  )"-'/?,  (JT  —  I). 

Divisant  les  deux  membres  par  [x  —  i),  raultipliani 
par  <7.r,  et  intégrant  entre  les  limites  o  et  i,  ou  obtien- 
dra 

(x  —iY-'(Ix=    I      ^ dx  —  n,     1  dx 

I      dx-lr...-h(—i)"-'n,    I      d.t 

o       •''  —  '  Jo 


'.r: 


mais 


Jo   .  -^  —  I  Jo       -^  —  • 

I      r/j;  =  S|. 
Donc  enfin , 

^— ^-^ =  S„  —  «,  S„_,  -+-  n,  S„_^H- . . .  H-  (—  1  )"-'  «,  S, 


Note.  La  formule  est  une  application  pai-ticulièrc  de  la  formule  géné- 
rale 

^"^0  =r„  —  «,  ;>-„_,  -H  n,  >  „_,  —  . . . .       (  Prouhet  ) 
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